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Vorwort

Im Sommersemester 2003 las ich an der Universitéit Siegen die Funktionentheorie II.
Fir diese klassische Vorlesung stehen mittlerweile Lehrbiicher und Lehrinhalte aus
einem Zeitraum von mehr als 100 Jahren zur Verfiigung, und so besteht die Leistung
des Dozenten ganz wesentlich darin, eine fiir eine einsemestrige Vorlesung geeignete
Auswahl zu treffen. Der Schwerpunkt der vorliegenden Vorlesung sind die elliptischen
Funktionen und die Modulformen. Es wird dabei immer wieder der Begriff des Divisors
als Mittler zwischen lokalen und globalen Eigenschaften meromorpher Funktionen
in den Vordergrund gestellt, und es werden so oft als méglich eine weitergehende
Algebraisierung der Theorie und der Begriff der Riemanschen Fléche als néchste Stufe
zum Verstindnis angedeutet.

Dieses schone Skript hat Herr Lars Fischer selbstiandig und lediglich anhand seiner
eigenen Notizen zur Vorlesung ausgearbeitet. Es wurde von meiner Seite nichts geén-
dert oder hinzugefiigt. Daher ist der Untertitel ,In KTEXgesetzt von Lars Fischer
iibertrieben bescheiden. Allerdings wére auch schon allein die technische Ausfithrung
in A TEXund mit all den hilfreichen Abbildungen eines lobenden Hinweises wert.

Ich mo6chte Herrn Fischer an dieser Selle nochmals ganz ausdriicklich fiir seine Ar-
beit danken. Mein Dank geht auch an die anderen Horer meiner Vorlesung: fiir die
Korrekturhinweise zum Skript, die sie Herrn Fischer zukommen liessen, und fiir die
konzentrierte, arbeitsintensive und zugleich menschlich nette Atmosphére wihrend
der Vorlesungen.

Siegen, im September 2003 Nils-Peter Skoruppa
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1 WeierstraBscher Produktsatz

1.1 Vorbemerkungen zu Reihen holomorpher Funktionen

Seien die (f,) eine Folge von Funktionen die in der Menge K C C definiert sind.
Definition 1.1. Die Reihe Y o2 fn heifit gleichmdflig konvergent auf K, falls

fir alle € > 0 ein ng existiert, so dass fir alle m > n > ng gilt:
m
> fi(2)
j=n

Vze K : < €.

Bemerkung:
o Ist > 02, fn gleichméBig konvergent auf K, dann konvergiert die Reihe ) f,
gegen eine Grenzfunktion f, d.h. fir alle z € K ist Y o> fn(z) konvergent und
f(z) = 22050 fa(2).
e Die gleichméafige Konvergenz ist gleichbedeutend mit: es gibt ein f auf K, sodass
fir alle € > 0 ein ng existiert, sodass fiir alle n > ng gilt:

Vze K ist < e.

1) - S )
k=1

o GleichméaBige Konvergenz auf kompakten Teilmengen eines Gebietes G C C
bezeichnet man als kompakt gleichmaflige Konvergenz in G

Satz 1.1. Sei G € C ein Gebiet (d.h. G C C ist offen), die Reihe Y > fn kon-
vergiere gleichmdjfig auf kompakten Teilmengen von G gegen eine Grenzfunktion f.
Dann gilt

1. Sind alle fn(n > 1) stetig, so ist auch f stetig

2. Sind alle f,(n > 1) stetig und ist y ein stickweise diffbarer Weg in G, dann gilt
f»y [= Z;O:I f’y In

3. Sind alle f,, holomorph in G, so ist auch f holomorph

4. Sind alle f, holomorph, so konvergiert Vp > 0 die Reihe Y f,(Lp) gleichmdflig auf
kompakten Teilmengen von G gegen f®)

Beweis. (1.) und (2.) wie in Analysis
zu (3.): Nach dem Satz von Morera ist zu zeigen: [, f = 0 fiir alle geschlossenen



1 Weierstrafischer Produktsatz
stliickweise stetigen Wege ~ in G: Aber die f, sind holomorph, daher ist fv fn=0,

mit (2.) gilt dann [ f= [ 3 fn 2) > L I

zu (4.): Sei zp € G, sei y sei Kreis in G um zp Dann gilt (Cauchy Formel):
Wy Pl / f(©) _ p!/ im1 fn(Q)
S z0) = 2mi ) (¢ — zO)P+1 de = 2mi ) (¢ — zp)PH! dc

27TZ/ —Zg p+1

Cauchy: f(p)( 0)

n=1

Zum Nachweis der gleichméfligen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von G ge-
niigt es, diese auf abgeschlossenen Kreisscheiben K C G nachzuweisen (jede kompakte
Teilmenge ldsst sich durch Kreisscheiben iiberdecken): Zu K wéhle v als Kreisbogen
mit Mittelpunkt z € K und Radius R, der auflerhalb von K aber innerhalb G ver-
lauft und der Abstand zwischen K und 7 sei p > 0. Dann gilt ‘ZZL:,L flip )(z)‘ =

fe(€)
’Ek —n 277'1 f'y ((fk Cp)+1 dC‘ < gm |Zk n|pi1 | d¢| < 2m pp+1 / |d(| O
L

:27rR

Bemerkung: Gibt es zu jeder kompakten Teilmenge K C G eine Folge v, mit v, > 0,
sodass gilt: |fn(2)] < Vn,z € K und )", < oo, dann konvergiert Y f,, gleichmé-
Big auf kompakten Teilmengen von G (Normale Konvergenz auf kompakten
Teilmengen von G).

1.2 Ganze Funktionen sind durch ihre Nullstellen bestimmt

Definition 1.2. FEine Funktion heifit ganz, falls sie auf ganz C holomorph ist. Eine
Funktion heifit ganz rational, falls sie durch ein Polynom gegeben ist, sie heifst
rational, falls sie Quotient zweier ganz rationaler Funktionen ist.

Weitere Bezeichnungen:

Hol(C) ist der Ring der ganzen Funktionen. Mer(C) sind die auf C meromorphen
Funktionen. Psind die ganzen rationalen Funktionen (C Hol(C), Teilring), P+o ist
die multiplikative Halbgruppe der ganz rationalen Funktionen # 0.

Frage:

Ist Mer(C) ~ Quotientenkérper von Hol(C), d.h. ist jede meromorphe Funktion Quo-
tient von zwei ganzen Funktionen?

Bemerkung: Jede ganz rationale Funktion ist (bis auf Multiplikation mit einer Kon-
stanten) eindeutig durch die Lage und Vielfachheit ihrer Nullstellen bestimmt. (f ganz
rational, ay, ..., a, Nullstellen = f = const - [['_; (X —a;) )

Nun folgt eine Prézisierung dieser Bemerkung mittels Divisortheorie:



1.2 Ganze Funktionen sind durch ihre Nullstellen bestimmt

Definition 1.3. Jeder (ganz) rationalen Funktion f # 0 ordnen wir ihren Divisor
Dy zu:

Dy :C — Z, Dy(z) = Ordnung von f bei z

D :={D;:C — Z| D(z) = 0, bis auf endlich viele Ausnahmen }

Sei weiter: DV := {D € D|D(2) > 0Vz € Z} C D
Unterhalbgruppe

FallsSeminarist :

D ist eine abelsche Gruppe (vermdge (D1 + D3)(z) := D1(z) + D2(z)), die Gruppe
der Divisoren auf C . D ist ein Maf fiir die » Lage und Vielfachheit der Nullstel-
leny.

Definition 1.4. FEine Sequenz

heifst exakt, falls bei A; gilt: Bild(o;) = Kern(oyy1) und das fir alle A; in der
Sequenz.

Satz 1.2. (Prdzisierung der obigen Bemerkung) Die Sequenz

15 e S p, Lot Lo
I 11 III

von Homomorphismen ist exakt.

Beweis. e exakt bei I bedeutet [ ist injektiv: klar, da1={1} 51— 1€ C*

e exakt bei III bedeutet vy ist surjektiv: klar, da ¢ alle D € Dt auf 0 € 0 = {0}
abbildet

e exakt bei IT bedeutet: Kern(v) ist Bild(3) ~ C*
Beweis: [ ist injektiv, da 8 einfach die Einbettung von C* in die Menge der
Polynome ist, also Vc € C* : f(c) = ¢ € Pxo.
~y ist surjektiv, klar, da sich zu einem vorgegebenem D € D leicht ein Polynom
finden lasst, das die Nullstellen mit der richtigen Vielfachheit besitzt.
Nun ist zu zeigen, dass die Sequenz bei IT exakt ist: Sei dazu v : Pxy —
D+, f — D f-
=:sei f € Bild($), dann ist f ein konstantes Polynom = D; = 0.
«: f € Kern(y), d.h. Dy =0 = f hat keine Nullstellen = f ist konstant (folgt
mittels Fundamentalsatz der Algebra).

Damit ist die gesamte Sequenz exakt. O

Bemerkung: Der Satz sagt aus: DT ~ Po/C*.

Der Satz oben ist fiir ganz rationale Funktionen (P.g, DT) formuliert. Nun wird ein
entsprechender Satz fiir rationale Funktionen angegeben:
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Satz 1.3. Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen

1o 2% {multi. Gruppe der rationalen Funktionen # 0} — D — 0

ist exakt.

Beweis. [ ist injektiv, trivial (wie oben)
v : f = Dy ist surjektiv: zu D € D definiere D = D + D_ vermoge:

| D(z), falls D(z) >0 | D(z), falls D(2) <0
Dy (2) = { 0, sonst ’ D(2) := 0, sonst

Nach dem vorigen Satz lassen sich nun zwei Polynome f, g angeben, mit Dy = D
und Dy = —D_ Dann ist Dy = Dy — Dy = D, + D_ und damit ist v surjektiv.

g
Noch zu zeigen: Kern(y) = Bild(3), d.h. eine rationale Funktion ohne Null- oder
Polstellen ist konstant. Das folgt aber wie oben. O

Sei nun f # 0 eine ganze Funktion:

Definition 1.5. (Divisor fiir ganze Funktionen) Sei Dy : C — 7Z, D¢(z) = ords(2),
dann gilt fiir D = Dy

{zeC | D(z) # 0}  hat keinen Hdaufungspunkt in C . (%)

Die Menge ist also diskret. Das ist die Menge der Nullstellen von f.
Definiere nun:

Do :={D:C — Z| D erfillt )}
D} :={D € Do | D(2) > 0¥z € C}
Doo heifst Divisor auf C .
Satz 1.4. Die Sequenz von Homomorphismen von Halbgruppen

additiv
0 — 2miZ — Hol(C) — Hol(C)yy — DL — 0
h—eh f=Dp

ist exakt.

Folgerungen:

Damit kénnen wir die beiden nachsten Sétze folgern.

Satz 1.5. Jede auf C meromorphe Funktion f ist Quotient zweier ganzer Funktionen.



1.3 Ganze Funktionen ohne Nullstellen

Beweis. Sei Dy Divisor von f mit Dy = Dy + D_ (D4, D_ wie oben). D, —D_ €

D1. Nach dem Satz existieren dann hy, hy € Hol(C)4 mit Dy, = D4, Dy, = —D_.

Dann ist Dn, = Dy. D.h. 2/f € Hol(C) und Dn,, =0, dh. B/f = e mit
ha

ho
geeignetem h € Hol(C), d.h. f = hgﬁ, wobei im Zéahler und Nenner ganze Funktionen
stehen. O

Satz 1.6. Die Sequenz von Gruppen

0 — 2miZ — Hol(C) — Mer(C) — Do — 0
h—eh f=Dy

st exakt

Beweis. Analog zum vorigen Beweis, schreibe D € Dy, als D =Dy + D_. O

1.3 Ganze Funktionen ohne Nullstellen

Satz 1.7. Jede ganze Funktion f ohne Nullstellen schreibt sich in der Form f = e"
mit geeigneter Funktion h.

Beweis. f hat keine Nullstellen, deshalb ist le auf C holomorph und besitzt die
Entwicklung

!/

?(z):co+clz—|—0222—|—... Vz

Setze h := by + coz + 01§ + 02§ + ... mit e = f(0) (das geht, da f(0) # 0 und
exp : C — C* surjektiv ist). Dann ist b’/ = fTI, betrachte g = fe ™.
Zu zeigen: g =1, d.h. g(0) = 1 (ok nach Wahl von by) und ¢’ = 0:
/
g/ — f/e_h—i—fe_h(—h/) — f’e_h _ fe—hff =0. H

——
:e_hf’

1.4 Wiederholung Analysis |: Unendliche Produkte

Literatur zu diesem Abschnitt: Knopp: Unendliche Reihen und Produkte

Definition 1.6. Sei (¢,) eine Folge von komplezen Zahlen, dann heifit T[5> ¢n (ei-
gentlich) konvergent, falls gilt

1. dng, sodass ¢, # 0 VYn > ng

2. limyg_ 00 HZ:TLO cn, existiert und # 0 ist

Satz 1.8. 1. FEin konvergentes Produkt ist genau dann 0, wenn einer seiner Fak-
toren gleich O ist



1 Weierstrafischer Produktsatz

2. 1172 ¢ ist konvergent genau dann, wenn

Ve>03dnogVn>ng,r>1:|cpp1 . Cnpr — 1| <€ (%)

Folgerung
Mit r = 1 in (*) folgt [] ¢, konvergiert = ¢, — 1

Beweis. (von

1. klar, folgt aus Definition der Konvergenz fiir unendliche Produkte
2. Sei 0.B.d.A. alle ¢, # 0

=: setze P := HZ:1 Cn, dann ist |Py| > o > 0 fiir £ > 0 und o geeignet.
Damit: |¢pq1 ... Cpgr — 1| = ‘ —oir 1’ |P”J|r1; P < lP"+7 Pol fiir > 0.

|

Mit dem Cauchy-Kriterium folgt nun (x).

<: Aus (x) folgt insbesondere die Existenz eines ng mit

M 1‘ <evr> 1.
Es folgt die Existenz von 0 < ¢1 < ¢o mit ¢; < |Pn0+r| < co fur alle r > 1
oder

c1 < |Py| < e fiir n > ng (%)

Sei € > 0 gegeben: Dann existiert ng , sodass fir n > ng,r > 1 gilt:

’PH-H“_PH‘ > ’Pn—l—r_Pn

> | d.h. |Poyy — Pp| < cge fir n > ng,r > 1
| Pn €2

Nach dem Cauchy-Kriterium ist F,, konvergent. O

Definition 1.7. T[7° (1 + ¢,) heifst absolut konvergent, falls T]72 (1 + |c,|) ei-
gentlich konvergent ist.

Satz 1.9. Ist [[(1 + |en]) konvergent, dann ist auch [[(1 + ¢) konvergent.

Vor dem Beweis noch ein weiterer Satz:

Satz 1.10. Das Produkt [[;2,(1 + ¢n) mit ¢, > 0V n ist konvergent, genau dann
wenn Y o ¢, konvergent ist.

Beweis. (mittels eines Tricks, der unterstrichen ist) Sei wieder P, := [[p_;(1 + cx)
und Fp := 1. Der Trick ist:

Pnflzpnfpn 1+Pn 1*Pn 2+ TLPl*PO

n

Py 1(1+Ck) Py
§ P, — P4 E Py_qck
=1 k=1




1.5 Unendliche Produkte holomorpher Funktionen

k
1+z<e® k oo
1<P=[[0+a) < eXim1 @ < s =: const

=1

Die Konvergenz der Reihe wird ja vorausgesetzt. Damit ist
o oo
Z Pi_1c, < const - Z cr < 00
k=1 k=1

d.h. das »Partialprodukt« P, — 1 konvergiert.
= Sei nun [[(1 + ¢x) konvergent:
n 1<P,Vk 2
ch < ZPk_lck:Pn—1<ooVn L]
k=1 k=1

Beweis. (von Sei 0.B.d.A. 1+ ¢, # OV k. TI7Z;(1 + |ck|) sei konvergent (d.h.

Yo lek| < o0)  undesist P, —1 Trick Sor—q Po_1cy.

Zu zeigen: > P,_qcg ist absolut konvergent und damit konvergent.

§:|F%“1H0k|§ 2: (Il]q+|cﬂ> - Ck
=1

<TIa+lah Y e < o0
=1

= lim P,, =: P existiert.

Noch zu zeigen: P # 0:

log

k ok
= Z log |1 + ¢| asympiot.gleich Z ler| >0
=1 =1

k
[T+
=1 —

denn log(1+ ) ~~ fir v —0 O

Satz 1.11. Ist [[1 + ¢ absolut konvergent, so ist fiir jede Bijektion o : N — N st
auch das Produkt [[(1 + c,()) absolut konvergent und [T(1+ cx) = [T(1 + co))

Beweis. Zurtuckfihren auf den entsprechenden Satz fiir Reihen. O
Beispiel: 1.1. ]_[7010:1(1—2—2)) ist fir jedes z € C absolut konvergent, denn > 7>, Z—i < 0.
1.5 Unendliche Produkte holomorpher Funktionen

Satz 1.12. Sei (f,) eine Folge von in einem Gebiet G C C holomorpher Funktionen.
Die Reihe Y o2 | fnl| sei gleichmdfSig konvergent auf kompakten Teilmengen von G.
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1. Dann ist T[22, (1 + fn(2))V 2 € G konvergent. Die Grenzfunktion
f(z) =112 (1 + fu(2)) ist holomorph.

2. Esist f(z) =0« 14 fo(z) =0 fir einn
3. Ordnung von f bei z € G ist gleich > 2 (Ordnung von f,(z) bei z)
Beispiel: 1.2. T](1 — rsz) ist holomorph, Nullstellen: 7\ {0}, Ordnung 1.

Beweis. ( von 1.: Die Grenzfunktion f(z) = [[,2;(1 + fn(z)) ist holomorph. Die
iibrigen Punkte sind klar.) Sei K C G kompakt, dann existiert ein m, sodass fiir
n>mr>1Y 04 fi(z)] < 5 (denn 3 |f,| ist gleichméBig konvergent). Betrachte

Py = [li—ps1(1 + fr): Py, ist holomorph, zeige: lim P, ist ebenfalls holomorph, sei
dazu n > m:

Pn_Pm:Pn_Pn—1+Pn—1_Pn—2+---+Pn+1_Pm

= Zn: (Pk_Pk—l) : zn: Pk—l'(fk)

Pr=Py_1(1+fx

Wir zeigen: die Reihe ist gleichméfig konvergent auf K:

k-1 u<0=14u<e"™ k-1
Pea| < [T +15D < [T e

l=m+1 l=m+1
k—1 1
— ezl:m-ﬁ—l‘fl(z)‘ < e2

Damit Y71 [Pe_1(2) fu(2)] < €2 71 | £x(2)]- Damit ist die Reihe auf der lin-
ken Seite gleichméfliig konvergent, da es die Reihe auf der rechten Seite ist. Also
hat > 77, .1 Pr—1fx eine holomorphe Grenzfunktion, d.h. lim, (P, — FPp,) ist ho-
lomorph. O

Satz 1.13. Sei (f,) eine Folge von in einem Gebiet G C C holomorpher Funk-
tionen. Die Reihe > 02 |fn| sei gleichmdfig konvergent auf kompakten Teilmengen
von G. Dann ist die Reihe 3, ~, %’}n absolut konvergent auf Teilmengen G', wobei

G' = G\ {Nullstellen von f}. Fir jedes z € G ist Y ooy 117,}51'2) = fTI(z), wobei
f=1L2 0+ fa).

Bemerkung: G’ ist offene Menge: Ist zg € G', so existiert ein € > 0, sodass {z € G |
|z — 20| < €} CG.

Beweis. Mit den Bezeichnungen des vorigen Beweises: Sei P, := [];%,,.1(1 + fi),
=04 f1) ...-(1+ fn) - Fin, wobei Fy, := 172,01 (1 + fi). Auf G
! / /
[ 1+h L+ fm
Fop = lim (P, — Pp) = lim > Pafi= >, Pife
k=m+1 k=m+1



1.6 Beweis des Weierstrafischen Produktsatzes

Die Reihe ist absolut und gleichméfig konvergent auf kompakten Teilmengen von G'.
Daher gilt:

o0
Fl,=lim » (Pe1fy) =lmP,— P, =lLmP)
[ —— n Pp=1=P. =0 "

138 . m - f(2) = 1
Im) = lim () = _Ni\e) _ S
(z)=limp ) z=%:+1 1+ fi(2) z=%:+1 1+ fi(2)

Zur gleichméBigen absoluten Konvergenz auf kompakten Teilmengen K C G’: Sei
K C G' kompakt: Sei v, := min,cx |1 + fi(2)|. Es gibt in G’ keine Nullstellen von f =

v > 0.Fiir I > 0ist ;> 1 (dafiir I > 0[f;(2)] < § ist, ist 1+ fi(2) > 1—|fi(2)]| > 1).
Ji(=

Also existiert ein y > 0 mit v; > V1. Damit gilt auf K: 72, ‘1|+le | <5 LS 1 (2)]

Aber Y | f]| ist gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von G', da }72; | fi

gleichméfig konvergent auf kompakten Teilmengen ist. O

1.6 Beweis des WeierstraBschen Produktsatzes

Sei D € DX (dh. D:C — Z, D(z) > 0V 2,T := {z € C| D(z) > 0} hat keinen
Haufungspunkt in C ). Zu konstruieren ist ein f € Hol(C) mit Dy = D.

T ist abzahlbar: jeder Kreis um 0 enthélt nur endlich viele Punkt von T, sonst gébe es
Haufungspunkte. Sei 21, 22, . . . eine Aufzdhlung von 7', da (z,,) keine Haufungspunkte
in C hat, gilt lim,, |z,| = oo (fast alle Folgeglieder liegen auflerhalb eines Kreises um
0 mit Radius 7). Sei o, := D(zy,). O.B.d.A. sei z,, # 0V n, sonst multipliziert man z,
mit der noétigen Vielfachheit an die konstruierte Funktion heran.

Idee: [](z — 2z,)*", konvergiert im Allgemeinen nicht, besser ist [[(1 — i)o‘", aber
auch das konvergiert im Allgemeinen nicht.

Weierstraf3: Wéhle ki, ko, ... € Z>q, sodass gilt > 77, L z kv t1 it absolut konver-
gent V z € C. Setze damit

%) oz ;‘*‘%i"“" (V)ku oe,,:.oo
};[1((1 e ) SICERAC)

(Ist k, =0, so gilt die Konvention e T =l = 1).

Wir zeigen > 2, | fn] ist gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von C :
fu(z) = [(1 )eZv+1( Pty (3 zu)ﬁry — 1. Sei R > 0. Wir wollen gleichméaflige
Konvergenz von Z |f,| auf {z € C| |z| < R} nachweisen.

Sei m so gewdhlt, dass fiir v > m gilt:

1 ol
i < - und al,<R> <§

Ry
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Zur Abkiirzung setze u:= 2,k =k, = o, (also |u| < i« u|" T < ).
1 ay
v(2)] = — ettt )™ g *
1 utsu
Feststellung:
(1—u) = 67“7%“27”'7%“’67“', dalog(1—u) = —u—u—;—. . .—%—. ... Diese Beobachtung
liegt der Idee von Weierstrafl zu Grunde.
Dabher ist
Wb+l
() = sl
Ju R+ 2 2
Sea( ) —1 ,denn |[e¥ —1|= w—i—%—i—... < Jw| + 1;‘4—...:6'“}'—1

< ol (Ul

1
< 620““|k+1 —1 ,denn 1+ |u|l+ ‘uzl +...= < 2,fiir |ul < 5

1 — |ul 2
<9 k+1 2afuftt d T _ 1< a? < 2(1 a? T
<2au|"e , denn e* — _a:—l—a—i-..._m( +x+§+...)—xe
<e3
< 6aulft | wobei u = i, |z]| <R
v
R k41
oo (1)
2y
R\ Fv+l1 o . . P .
Aber 6 ay (Z) < o0, damit ist > |f,| gleichméBig konvergent, und damit
konvergiert das Produkt und der Satz ist bewiesen. 0

Bemerkung: Die Wahl &k, := a,, + v ist stets ausreichend:

z 1

— < = firv>1

Zy 2
> z > 1
Z Cky(—>a”+y+1 S Z ay(§)ay+u+1
v=Il v v=l

> 1
< (5)7 T < oo
O[VQT <1

10



1.7 Beispiele zu dem Weierstrafischen Produktsatz

1.7 Beispiele zu dem WeierstraBschen Produktsatz

1.7.1 Produktdarstellung des Sinus

0 sonst
Dsin(ﬂ-)(z) = {1 =/

Zu betrachten ist: > ez (%)2 ist absolut konvergent Vz € C. Nach Weierstraf ist
n#0

o=~

neL

n#0
holomorph in C und Dy = Diy(r.)- (Das Produkt wird mit z multipliziert, weil der
sin eine Nullstelle bei 0 benétigt.)
Fazit: sin(mz) = e f(z) mit einer geeigneten ganzen Funktion h .

Sata 1.14. 5% — 2 Tluez (1= 1) e =2 1021 (1= ) e (1= Z)e ™ = 2102 (1~ 32)

(Auf der linken Seite wurde sinmz durch 7 geteilt, damit die Taylor Entwicklung mit
z und nicht wz beginnt. Der Beweis fir diesen Satz folgt an spiterer Stelle.)

Bemerkung: Fiir z = % folgt:

1 O 4n?

Diese Darstellung von 7 heifit Wallis Produkt.

1.7.2 Die WeierstraBBsche o-Funktion

Definition 1.8. FEine Untergruppe I' C C heifit diskret, falls Vz € C existiert eine
offene Umgebung U von z mit UNT C {z}.

1 r
Bemerkung: Ist I' C C diskret, dann ist Dr mit Dr = {O zois . ein Element von

Do

Satz 1.15. Sei ' eine diskrete Untergruppe. Dann gilt:
1. I'=7Zw fir einweC

oder

2. T' = Zwy + Zwy mit geeigneten wy,ws € C, wi,ws # 0 und %(5—;) # 0. (Dabei
bedeutet Sz den Imagindrteil von z)

11



1 Weierstrafischer Produktsatz

Bemerkung:

1. %(%) # 0 < wi,ws sind linear unabhéngig tiber R. Bzw. % liegt nicht auf der

reellen Achse (siehe Abbildung|1.1)).
2. Ein I" wie in 2. heifit (vollstandiges) Gitter (siche Abbildung

Abbildung 1.1: Abbildung 1.2:
W : :

w1 o

AN

Sind @ und 8 die Winkel, die zu w; Ein vollstdndiges Gitter besteht aus
bzw. wy gehoren, so liegt “L auf der den Punkten, an denen sich die ge-
gestrichelten Linie. Sind w; und wy ko- punkteten Linien schneiden.

linear, so liegt o — 8 auf der reellen

Achse.

Beweis. Ist I' = {0}, so ist I" = Z0.

Sei nun I' # {0}, also sei w € I" und w # 0 wobei |w| minimal ist (ein solches minimales
w existiert, da I' diskret ist: es gibt eine offene Umgebung von 0, die nur endlich viele
Punkte von I' enthélt).

Dann ist R NT = Zw. (Ist v € Rw, so ist v = nw + dw mit n € Z und 0 < ¥ < 1,
dann ist aber |[Yw| = |¥| |w| < |w]|. Folglich ist ¥ = 0, da w minimal gewéahlt war.)

Ist I' = Zw, so ist der erste Fall gezeigt! Ist hingegen I' # Zw, so sind wir im zweiten
Fall:

Wiéhle jetzt ein we € T'\ Zw, wobei wy wieder minimal gewéhlt sei. Das w von oben
wird nun mit w; bezeichnet.

Wir zeigen: I' = Zwy + Zws: sei a € T', schreibe av = (m + 91)w1 + (n + ¥2)wa, wobei
m,n € Z und 0 < 91,92 < 1 sei. Setze v := J1wy + Jowo, zu zeigen ist: v = 0.

Jedenfalls ist v € I', damit ist entweder v = 0 oder ¢392 # 0 (falls nur ein ¥; = 0 ist,
wirde das die Minimalitét des entsprechenden w; verletzen).

Sei nun A = {¢p1w1 + Pows | ¢1 + ¢2 < 1} (siehe Abbildung .
Wir betrachten die Fille:

v € A: Es gilt:
7] < 1] |wr| + [d1] |wi] < (P1 + ¢2) w2

12



1.7 Beispiele zu dem Weierstrafischen Produktsatz

%)

Abbildung 1.3: A ist die konvexe Menge in der unteren Hélfte des Parallelogramms
inklusive der gestrichelten Diagonale .

Die letzte Abschiatzung nutzt aus, dass |w;| < |we| gilt, da |we| »nur«minimal
in I\ Zw; ist. Nun folgt (¢1 + ¢2) |wa| < |wa.
—_———

<1
v = wsy ist ausgeschlossen, da 99 < 1 war. Ebenso scheidet v = w; aus, da auch

Y1 < 1 war. Der Fall 0 < |y| < |w2| verletzt die Minimalitdt von ws. Es bleibt
nur v = 0.

v & A: Dannist v := witws—y € A. 7 = (1-91)w1+(1—Y2)wq, mit 1—h+1— 9 < 1
Es ist o' € T, wegen
Y] < (1 =01) lwi| + (1 = D2) [wo]
< (1 =914+ 1—192)|we|

<1

< ’(.UQ‘

Wie oben folgt 7/ = 0.
Damit ist dann I' = Zwi + Zws! O

Bemerkung: wi,ws sind nicht eindeutig durch I' bestimmt, z. B.ist ' = Z-1+Z-i =
Z-(1410)+7Z-i.

1 zel

Gesucht ist nun eine Funktion o mit D, (z) = {0 sonst

3
Lemma 1.1. > cr (ﬁ) ist absolut konvergent fiir jedes z € C.
v#0

3
Beweis. Zu zeigen ist ) er (%) < 00. Setze P, := {zw; +yws | (x| =nAlyl <n)V
0

0ka
(Jz| <n Ayl =n)} (sieche Abbildung [1.4)).

13



1 Weierstrafischer Produktsatz

Abbildung 1.4: Die P, sind konzentrische Parallelogramme.

v = awi + ywa € Py, || > nh, wobei h := min(|w|, |wz|). Damit

> L=y y

7€F\{0}| ‘ n= l’yePn| |

8 X1
Zn3h3_ﬁ;ﬁ<w
da #P, = 8n. ]

zZ zZ 2

Definition 1.9. o(z,I") = z]]er {(1—,?) eTL%(?) ]heiﬁt Weierstraf$sche o-
7#0

Funktion.

Bemerkung: Das Produkt ist nach dem vorigen Lemma und dem Satz von Wei-
erstrafl absolut konvergent, fiir jedes z. o ist eine holomorphe Funktion in C , die
Nullstellen sind die Punkte von T, sie sind von erster Ordnung.

Ausblick:

1. Dy = Dy(.4~yr), 7 €I ist fix, d.h. wir betrachten den Fall f(z) = o(z +~,T’)
(f(z0) =0 z0+v €' & 2z €1, also nach dem Satz von Weierstraf} ist
o(z,T)eM®) = g(z +7,T). Es wird sich herausstellen, dass h-(z) ein quadrati-
sches Polynom in z ist.

2. 0(z,T"), als Funktion von z und T, ist eine so genannte Jacobi-Funktion.

14



1.7 Beispiele zu dem Weierstrafischen Produktsatz

1.7.3 Die I'-Funktion

Definition 1.10. (nach C. F. Gauj)

z

‘ nln
R TP R PO EEa)

f’L'L'TZGC\ZSO

Satz 1.16. Der Limes existiert Vz € C\ Z<q. Es gilt
1 e z
Cz =
— =€ 7z 1+ ) e-n

Das ist die » Definition nach Euler«. Die Konstante ist C = lim,, (1 + % +...+ % — log n) ~
0,57721..., die Euler-Mascheronische Konstante.

Insbesondere ist I'(z) meromorph auf C , hat Pole erster Ordnung in Z<o, und I'(z)
hat keine Nullstellen.

Beweis. Y 00, (%)2 ist absolut konvergent Vz € C. Daher ist f(z) := z[] (1+ £) e=n
fiir jedes z € C absolut konvergent und holomorph in C . f(z) hat Nullstellen erster
Ordnung bei Z<o.

hmz(z—kl)-...'(z—i—n) :hmz(l—i—z)(l—i—%)-...-(1—1—%)
n nln? n n?

:lirIzneXp(<Z<1+;+"'+;>_IOgn>)Z(1+Z)-...-(1—|—;)exp<—<i+...+z>>
= exp (zlim (1+;+...+Tll_1ogn>>f(z)
= f(2)

mit n® = e*108";

15






2 Die I'-Funktion

nln® ad 2 17
I(2) = li : =e 07 1+=)e =
(2) nooz(z+ 1) (z4+n) FII< +n>€ ]
n=1
Eigenschaften:
e Funktionalgleichung: I'(z 4+ 1) = 2I'(2)
Beweis:
nlnztl
I'(z+1) =lim
( ) (z+1D(z+2)-...-(z+n+1)
. n nln®
= lim Z-
nz4+n+1 " z(z4+1)-...-(2+n)
—_——
lim=1
= zI'(2)

e Spezielle Werte:
— I'(1) = 1 (Einsetzen in die GauB-Definition)
— I'(n + 1) = n! (Einsetzen in die Funktionalgleichung)
e ()1 —2) === (%)

sinmz

Beweis:

z

Yoo (14 2)

| 3

hm<41+@u+

nlnl=2
(1—z)(l—z+1)-...-(1+—z+n))

_ n

z 1
= T2 0-2)-(1-Z) n¥l—

n

= lim 1
2z —22)(1—(2)%) ... (1-(2)%

e I'(3)=/m,daT(3)? = (nach (x)) und I'(3) > 0 nach der GauB Definition.

e Res,—_, I'(2) = (_Vl!)y (v € Z>0)

Beweis: Unter Beachtung von I'(z) = [&tD — [E+2)

z = z(2+1)

o I'(z+v+1)
= z(z41)-..(z4v)

17



2 Die I'-Funktion

ergibt sich durch Einsetzen von z = —v und nach Kiirzen von (z + v):
1
lim T(2) = r)
Zov —v(-v+1)-...-(~v+v-1)
(=1)”
vy —1)-...-1

o Fir z =z +iy mit z = R(z) > 0 ist ['(2)| < |T'(z)|

Beweis:

nln® nln®

z(z—{—l)'...-(z—l—n)’ :c(ﬂz+1)(:c+n)‘
wegen
‘e(x-i—iy)logn‘ _ exlogn‘ . denn eiylogn _ 1‘ ,und ‘2‘2 — 22 + y2 > 22

Damit wird:

nln® nln®
I'(z)| = lim m = |I'(x
ITC:)| ‘z(z—}—l)-...-(z—kn)’_ z(z+1)-...-(x+n) IT(@)l

o V[ < a < b existiert eine Konstante M, sodass I'(z) < M fiir a < R(z) < b.
D.h. I ist auf senkrechten vertikalen Streifen beschrénkt (siehe Abbildung .
(Folgt aus der vorigen Eigenschaft.)

Abbildung 2.1: T" ist auf dem gestrichelten Streifen beschriankt

Satz 2.1. Ses f(z) holomorph in 1 — e < R(z) < 24 € fir ein e > 0. Es gelte
1 flz+1)=2f(2) V2 mit 1 —e < R(2),R(z+1) <2+
2.

f(z)’ sei beschrankt in 1 < R(z) < 2
3. f1)=1

18



Dann kann man f (eindeutig) zu einer in C\ Z<o holomorphen Funktion f fortsetzen
und es gilt f =T .

Beweis. Definiere f fiir z € C\ Z< als:

f(z4n) falls —n+1—e<R(z)<-n+2+e(n>0)

i) (z=1)-...-(z=n)f(z—n), fallsn+1—e<R(z) <n+2e
z) =
2(z+1)-...-(24n—1)"

Mit (1.) folgt dass f wohldefiniert ist. Es ist f holomorph. In Z<( hat f Pole, und
zwar von erster Ordnung. Fiir das Res,—_,, f gilt:

Sonz(z41) .. (z4n) (n)(n+1)-... (—n+tn—1)
fOED" r=r (D"

n! n!

Es gilt f(# +1) = zf(z) V z (zunéchst nur fiir ¥(z) = 1 nach (1.), nach dem Identi-
tatssatz fir analytische Funktionen dann iiberall).

Setze g(z) := I'(z) — f(z), dann ist g holomorph in ganz C (die Hauptteile heben
sich gegenseitig auf) und g(z + 1) = zg(z) Vz und g(1) = 0.

Setze s(z) := g(z) - g(1 — 2). s ist periodisch mit Periode 2 :

s(z+1) =g(z+1)g(—2) = 29(2)

— s(2)
also:  s(z2+2)=—s(z+1) = (—(—s(2)))

Ferner ist s(z) beschrankt: g(z) = g(x+iy) ist beschrankt in B = {z =x+1y | 0<z<1,

ly| > 1} (siche Abbildung, weil |g(2)| = [22| < K nach (2)) und [T(2)| < ()
fir 1 < R(z) < 2. Ferner ist g(z) holomorph , also auch beschriankt in 0 < x < 1,
ly| < 1. Fazit g(1 —2) < K in 0 <z < 1. Dann ist auch g(1 — z) < K (Spiegelung an
1). Also ist s(z) < |g(2)| - |g(1 — 2)| < K? in 0 < 2 < 1. Da |s(2)| die Periode 1 hat,
folgt |s(z)] < K2V z € C.
Also ist s nach Liouville konstant. s(1) = ¢g(1)g(0) = s = 0. Aus 0 = s(z) =
—~
=0
g(2)g(z — 1) folgt g = 0 (als Ubungsaufgabe). O

Satz 2.2. Fir R(z) > 0 gilt:

19



2 Die I'-Funktion

Abbildung 2.2: g ist in dem gestrichelten Bereich B beschriankt.

Beweis. (Nachweis der Konvergenz des Integrals: Analysis) Sei f(z) := [;° e*ttz%.
Dann ist f holomorph in R(z) > 0 (siche Ubung).
0 dt o0 dt
el [Tl T = [T
0 t 0 t
wegen: ‘e(eriy)logn’ — emlogn” denn eiylogn’ -1
Insbesondere ist f(z) beschrankt in 1 <z < 2
o0
£1) :/ e~tdt = 1
0
o0 dt
flz+1) 2/ R
0 t
partielle Integration:
0 dt
[—e~'t] " +2 / e
0 0 t
=0
=zf(2)
Nach dem vorangegangenen Satz ist dann f =T. O

In Abramowitz, Stegun: »Handbook of mathematical functions«, Seite 255 ff. finden
sich weitere Formeln:

Duplication Formula: T'(2z) =T'(2)['(z + %)(2@—%222—%
Triplication Formula: T'(3z) = (2m)~!- 3(3==3) T(2)T(z + (2 + 2)
1

n-Formula: T'(nz) = (277)(%(1_”)) n(n==3) TS T2+ 5)

Stirlingsche Formel: I'(z) ~ e‘ze'z*%(%r)% fir |z| — oo, |arg(2)| < w

log. Ableitung: VU(z) =

20



3 Die Riemannschen Flachen C, C und §

3.1 C als Riemannsche Flache

Sei f ganz auf C , betrachte die Funktion g(z) := f(%), z € C, z # 0. g ist holomorph
in C\ {0}. g hat die Laurent-Entwicklung g = >, cz an2", d.h. f(2) =3, cpanz™
(» Laurent-Entwicklung von f bei co«).
Fall 1: Es gibt unendlich viele a,, # 0,n € Z<q, f hat eine wesentliche Singularitit
bei oo

Fall 2: sonst: orde f := min{n € Z | an, # 0}, Sprechweisen:

>0 : ooist Nullstelle von f, f ist holomorph bei co
ordsof{ <0 : ooist Pol, f ist meromorph
=0 : ag:= f(0), f ist holomorph bei co

Beispiel: 3.1. o f(2) = an2" + ...+ ao, an # 0, ein Polynom. g(z) = f(3) =

anzinqL...Jrao, ordef =—n=—grad f

1
fe)=—+
1 1 1
9(2) = FC) = 147 = 2y =g, = AL A 1T+
=ordeo f =1

Definition 3.1. C:= C U {cc}. U C C heifit offen , gdw.
U C C ist offen

oder

oo € U,und C\ (U \ {oo}) ist kompakt

Bemerkung:

1. Offene Menge in C sind U C C, wobei U offen ist oder (C\ K) U {occ}, wobei
K C C kompakt.

2. Ist U C C offene Umgebung von oo, dann ex. ein R > 0, sodass {z € Cl |z| >
R} C U ist

3. @ ist kompakt (d.h. ist C = U;c; Ui, U; offen), dann existieren i1, ..., i, mit
C= UZ:l Uik)
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

4. C st homdomorph zu Ss = {(z,y,2) € R?| 2% +y? + 2% = 1} (via stereographi-
scher Projektion (siche Abbildung|[3.1]))

Abbildung 3.1: Die Stereographische Projektion vermittelt eine Isomporphie zwischen
C und Ss.

5. C ist homdomorph zu P1(C), der »projektiven Geraden diber C «.
Bezeichnungen:
to :C\{0} —C, 21 00—0, Vi:=C\{0}
to :C\{oo} —C, 2z 2, Vo :=C\{o}=C
too und to heiffen Karten bei co bzw. bei 0.
Bemerkung: ts,ty sind Homoéomorphismen (d.h. bijektive Abbildungen f, wobei

f und f~1 stetig sind)

Definition 3.2. (Holomorphe Funktionen auf U C C) f : U — C (U C C) heifst
holomorph, falls f ot=! : t(UNV) — C holomorph ist fiir t = to, oder t =ty und
V =V bzw. V =V,.

Aquivalent: Fiir jede Kartet : V — C existiert eine holomorphe Funktion g : t(U N
V) — Cmit f = got = g(t) (dh. f(z) = g(z) = holomorph, falls z aus der
Umgebung eines Punktes von C ist oder f(z) = g(%) mit holomorphem g, falls z in
einer Umgebung von oo ist.)

Definition 3.3. (f meromorph auf U C C,U offen) f heifst meromorph auf U C
C,U offen, falls es eine Menge von isolierten Punkten P gibt, sodass

1. f:U\ P — C holomorph ist
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3.2 Meromorphe Funktionen auf C

2. Fir jede Karte t : V. — C ist f = g(t) mit einer auf t(V NU) meromorphen
Funktion g mit Polen héchstens in t(V N P)

Mer(U) := Korper der auf U meromorphen Funktionen.

Bemerkung: U \ P ist offen, da P C U isoliert ist.

Beispiel: 3.2. Meromorphe Funktion f auf C= eine auf C meromorphe Funktion
f, sodass ein R > 0 existiert, sodass f holomorph auf {z € C| |z| > R} und f(1/%)
hat héchstens einen Pol bei Z = 0.

Eine auf C meromorphe Funktion hat hichstens endlich viele Pole.

3.2 Meromorphe Funktionen auf C

Mer(C) ist ein Korper, f € Mer(C), f # 0 hat nur endlich viele Pole und Nullstellen.

Definition 3.4. Divisor einer meromorphen Funktion f € Mer(C)

Mer(C) > f ~ Dy
Df :C—Z
D¢(z) = ord. f

(ordsf = n gdw. f(z) = g(1)2 mit einer bei Z = 0 holomorphen Funktion g(Z),
f=g(teo)t, g holomorph)

1 oo 2mi/3.
o mztp—e’”/.

z ‘Jri - 1 p p* oo sonst
1 1 1 -1 0

1+ 22
———

holom. bei 0
Feststellung: 3 _&Dy(z) =0.

Satz 3.1. Fir ein f € Mer(C) gilt stets 3, .z Dy(z) = 0.

Beweis. Wahle ein R > 0, sodass f holomorph in |z| > R—¢€ > 0 mit € > 0 ist. Dann
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

gilt nach dem Satz von Rouché:

271 Z Dy¢(z) :%Z:R ff((ZZ) dz

zeC )
l 1 e 1
oy 7 () =, T

/
= — /55 gw) dw Roghe —ordyg - 27
w)=f(1) wj=% g(w)

= —2mi - ordeo f =2mi »_ Dy(2)
zeC

iZDf(Z):O O
2€C

Lemma 3.1. Hol(C) = C, d.h. jede auf C holomorphe Funktion ist konstant.
Beweis. f € Hol(C), da f stetigund C kompakt ist, ist auch f(C) kompakt, d.h. f(C)

ist beschriinkt (d.h. f(C) C {z € C| |2| < R} fiir ein R > 0). Also f|c beschriinkt,
da f|c holomorph ist, folgt mit dem Satz von Liouville: f ist konstant. 0

Definition 3.5. Div(C) := {D : C — Z| D(2) # 0 fiir hichstens endlich viele z € @}

Ding(T) := {D :€ Din(€)| S.cz DI(2) = 0}

Bemerkung: Div(C) ist eine Gruppe, Divg(C) ist eine Untergruppe.
Satz 3.2. Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen
1— C* — (Mer(C))* =5 Ding(C) — 0
f0—>Df
ist exakt.
Beweis. Exakt bei * : obiges Lemma, noch zu zeigen: f ~ Dy ist surjektiv. Sei
D € Divg(C), seien az,...,a, € C die Stellen mit D(a;) > 0 und seien 31, ..., [,

die Stellen mit D(5;) < 0, sei s; := D(a;) und t; := D(B;). Beachte D(c0) =
>ty — 207y sj (wegen D € Divg(C)).

Setze f = [ (= = ay)™ f € Mer(C)

[Tr(z = Bj)"
Ferner: Dy (oo Zt _ZSJ’ denn
1 _ . >)Sj
beiz:O:f(l)zin(z )% _ —Esﬁzta—rK 0;jz)*
N N (CECAL [11 = Bjz)ts
die rechte Seite ist holomorph bei z = 0 und hat dort den Wert 1. = D(z) =
D¢(z),z € C und auch D(o0) = D¢(o0) = D = Dp. O
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3.3 Automorphismen der komplexen Ebene

Korollar (zum Beweis): Mer(C) = Kérper der rationalen Funktionen!

3.3 Automorphismen der komplexen Ebene

Vorbemerkungen:
h= {z eC | S(z) > 0}, C , C sind einfach zusammenhdingend.

Riemannscher Abbildungssatz: Jede einfach zusammenhdngende Riemannsche
Fléiche ist isomorph zu b, C  oder C.

Satz: Zu jeder Riemannschen Fliche X existiert eine »holomorphe Uberlagerung «
U — X, wobei U =C, C oder by ist. Es gilt dann

Ul ~ X
fiir eine geeignete diskrete Untergruppe I' von Aut(U).

Definition 3.6. Aut(C) := {f :C—C | f bijektiv, f und = sind holomorph }

Bemerkung:
1. Aut(C) ist bzgl o eine Gruppe.
2. Man kann zeigen: f : C — C bijektiv und f holomorph = f~' holomorph.
Beispiel: 3.4. 1. f(z)=az, a#0 f e Aut(C) a =re”,r > 0: Drehung um 9,
Streckung um r
2. g(z)=z+b, beC: Translation um b
3. Allgemein sind Polynome ersten Grades € Aut(C) (h(z) = az 4+ b).

Satz 3.3. Aut(C) besteht aus allen Transformationen der Gestalt z — az+b (a,b €
C,a #0)

Beweis. D Klar.
C Sei f € Aut(C), betrachte f bei z = oo, d.h. f(2) bei z =0
Fall 1: f hat bei oo hochstens einen Pol: dann ist f aber eine rationale Funktion

(da Mer(C) = rationale Funktionen). Da f keine Pole in C hat, d.h. f ist
ganz rational. Also ist f ein Polynom. Da f injektiv, folgt deg(f) = 1.

Fall 2: f hat eine wesentliche Singularitit bei z = co d.h. f (%) hat eine Singula-
ritdt bei z = 0. f injektiv = f({|z] < 1})N f( {|z| > 1}) = 0. Das steht
im Widerspruch zum Satz von Weierstrafl (siehe unten): nach Weierstraf3
existiert namlich eine Folge (z) mit |zx| — oo und f(zx) — f(0). Insbe-
sondere gilt dann fiir £ > 0, |2zx| > 1 f(2x) € f(]2] < 1) offene Umgebung
von f(0). O
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

Satz 3.4. (von Weierstraf$) Sei f eine ganze Funktion auf C . Hat f bei oo eine
wesentliche Singularitat, dann gilt: zu jedem wo € C existiert eine Folge (z,) mit
|2n| — o0 und f(z,) — wo.

Beweis. Widerspruchsannahme: Es gebe ein wg € C und ein € > 0, sodass V z € C
mit |z > R| gilt: [f(z) — wo| > €. Zu zeigen: f ist ein Polynom.

Auf {z cC| 2l < R} hat f (als ganze Funktion) nur endlich viele Nullstellen 21, . .., zp,
mit Ordnungen g, ..., ;. Definiere nun

h— f(z) —wo
[T (2 = 2)%

Dann hat h keine Nullstellen. Ferner gilt

L fE) c
M= e = T =5

fiur |z| > R.

Die Funktion g := % ist ganz auf C , da h keine Nullstellen hat und es gilt |g(2)| <

1111z — z|% fiir (|2 > R).

Dann existiert ¢y, co sodass [g(2)] < ¢1 + 2 \Z|Zj=1aj fiir alle 2. Nach dem verallg.
Satz von Liouville (siehe unten) ist g ein Polynom vom Grad < n. Da g ferner keine
Nullstellen hat, ist g = ¢ (c konstant), h = 1 und f = 1T](2 — ;)% + w;. O

Bemerkung: f bei co keine wesentliche Singularitit < f ist Polynom.

Satz 3.5. (verallg. Satz von Liouville) Sei f ganz auf C , es gebe ci1,ca,n, sodass
|f(2)] <c1+colz" V2 € C. Dann ist f ein Polynom vom Grad < n.

Beweis. Wir zeigen f("t1) = 0. Sei z € C,r > 0, dann ist

f(n+1) (Z) _ (n + 1)‘ % _ f(w) Tl+2dw

27 (w— 2)

n 2= ; ;
= (n;— ) ffjfg e~ 02610 g9 (w=2z+eif,0<60<2m)
™ 6=0

27

1 <(n-|—1)! 1 /

e T L W) e
<citca(|z|+r)™

(c1 + ca(]z] +7)™) .o 0

rn+l r—00

< (n+1)!

Satz 3.6. (Kleiner Satz von Picard) Sei f ganze Funktion auf C und f sei nicht
konstant, dann hat die Menge C\ f(C) héchstens ein Element. (Ohne Beweis)
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3.4 Die Automorphismen von C

3.4 Die Automorphismen von C

Definition 3.7. f: U — C (U C C offen) heifit holomorph, falls f stetig und fiir
alle a € U gilt
1. ist f(a) € Cund ista € V. C U mit f(V) C C, dann ist fly holomorph

2. ist f(a) =ocoundista €V C U mit f(V)C C\{0}, dann ist | holomorph
of fen
(der Nenner ist auf V' niemals 0), es gilt die Konvention ﬁ = g =0

Aquivalent: Sind t1,ty Karten auf C, so ist t; ofotg1 holomorph auf VonU N f~1(V71),
wobei t; : V; — C.

Beispiel: 3.5. 1. Sei f meromorph auf U C C U offen). Setze f(a) = oo, falls a
ein Pol von f ist und f(a) = f(a) sonst. Dann ist f : U — C holomorph.
2. Sei g : U — C holomorph, dann ist g\g_l(oo) meromorph auf U.

Fazit: C-wertig holomorph = C -wertig meromorph.

Definition 3.8. Aut(C) := {f C — C| f ist holomorph und f~1 ist holomorph}

Bemerkung: Aut(C) ist eine Gruppe bzgl. o. Ein f mit f, f~1 holomorph heifit auch
biholomorph.

Beispiel: 3.6. 1. Die Elemente von Aut(C) lassen sich zu einem FElement von
Aut(C) fortsetzen: ist f € Aut(C), etwa f(z) = az + b, so setze fort auf C
via f(o0) = oo. Holomorphze bet oo: (1Z) = ﬁ ist holomorph bei oo, d.h. zu

L =z(a—bz=£...). Ok

zetgen: o= 7+b ist holomorph bei z = 0:

2. S(z) =L ist auch in Aut(C).
3. Komposition von (1.),(2.): z —

~

+b

azlera’ +b, a,a #0 ist in Aut(C), denn

Ly a+b(az+b) dz4+V
a = = .
az+b az+b 'z +d"

b

Definition 3.9. Fir ein A = [Z d

o b
] € GL(2,C) setzte fa := %Id.

Erinnerung: GL(2,C) := { [Z Z] € C?*?|ad — be # 0},

a 0], [d —b
c d|  adbe|_c g

Beispiel: 3.7. f[(l) 1= %
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

Satz 3.7. Die Zuordnung A — fa definiert eine exakte Sequenz von Gruppen:
1— C* — GL(2,C) — Aut(C) — 1

Das bedeutet GL(2,C) — Aut(C) ist wohldefiniert und surjektiv und der Kern ist
[ e e e

Beweis. 1. Fir A, B € GL(2,C) ist dann fy o fgp = fap. Sei A = [Z b] ,B =

a v
cl d/ 9

Falfp) = Z/ZZIS:-Fb aldz+V)+b(dz+d)
AVB Z,Zzig; +d  cldz+V)+d(dz+d)
_ (ad' 4+ b )z + ab' + bd’

~ (cd +dc)z + el +dd’

2. f[l 0](2) =2z

Nach (1.) und (2.) folgt: f4 ist bijektiv, denn fu o fA 1 = fa-10 fa = id. fa ist
(C-wertig) holomorph als rationale Funktion und f;* 1 = fa
Fazit: f4 € Aut(C).

3. Kern: sei f4 =id, Vz: gjis =z Vziaz+b=2z(cz+d),dh. ¢c=0,a =

a O
0 al

d,b=0,also A = l

4. A — fyu ist surjektiv: Jedenfalls ist Aut(C)y := {f € Aut(C) | f(o0) = oo}
isomorph zu Aut(C) vermoge f — f|c. Aut(C) sind die Polynome vom Grad 1,

d.h. Aut(C)os = {f[g b | [g’ ﬂ € GL(Q,(C)}.

Sei g € Aut(C), sei g(oo) = a. Ist a = o0, so ist g|c € Aut(C) ein Polynom
b

ersten Grades, die zugehorige Matrix ist 8 1

Sei also a # oo. Setze f(z) := =, f € Aut(C), f(a) = oo. Daher fog €
Aut(C), f o g(oo) = 00, fog € Aut(C)uoe, g € fF 0 Aut(C) . O
—_—
€Bild(GL(2,C))

Bemerkung:

o Aut(C)y heifit Standgruppe oder Stabilisator.

° 2 %, z+— az (a € C*), zw— z+b also zwei Spiegelungen bzw die

Inversion, Drehstreckung und Translation erzeugen schon Aut(C).
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3.5 Die Automorphismen von b

o [ = gjj:g mit ad — be # 0 heifst Mobius-Transformation.

Satz 3.8. Sei a,b,c € C. Dann gibt es genau ein f € Aut(C) mit

fla) =1, f(b) =0, f(c) = o0.

Beweis. f := [z,a,b,c] := 2= : 2=¢ € Aut(C) (dabei bedeutet »:« eine Division.).
(Da a—b und a — ¢ Konstanten sind, ist [z, a, b, ¢| bis auf diese Konstante = ;—:lc’ = 4,
1 :i ,detA =b—c #0) f erfiillt die Forderung f(a) = 1, f(b) = 0 und

f(¢) = oo (Nachrechnen!), [z, a, b, c] heilt Doppelverhéltnis.
Zur Eindeutigkeit: Ist ¢ € Aut(C) und g : a,b,c + 1,0,00. Dann hat h := go f~!

drei Fixpunkte bei 1,0 und oo. Wir zeigen: hat A € Aut(C) mehr als 3 Fixpunkte,
dann gilt h = id.

Sei h € Aut(C) : dann h(z) = gzzjrrg ad — be # 0 (nach Satz . Bestimmung der
Fixpunkte:

mit A =

az+b
cz+d

=z=az+b=2z(cz+d)
2+ (d—a)z—b=0 (%)

Hat h mehr als 3 Fixpunkte, alle # oo, dann sind die Fixpunkte Losungen von (x),
alsoc=0,d=a,b=0, also h = id.

Ist ein Fixpunkt = 0o, dann ist ¢ = 0 (und h Polynom vom Grad 1), hat h noch mehr
als 2 Fixpunkte so sind diese Losung von (x), also d = a,b = 0. O

3.5 Die Automorphismen von

Notation: Statt fa(z) schreibt man Az und meint lz Z] z = 9228

Zur Wiederholung: b := {z eC | Sz > 0}, Aut(h) := {f b o~ f)lf, f! holomorph}.
ijektiv

Definition 3.10. Seien X,Y Riemannsche Flichen (z.B.: offene Teilmenge von C),
dann heiffen X und Y bitholomorph dquivalent, falls ein f : X — Y existiert,
sodass f bijektiv ist und f, f~1 holomorph sind.

Bemerkung: Aut(X) = f~loAut(Y)o f

Satz 3.9. b ist biholomorph dquivalent zu D = {Z € (Cl lz| < 1}.
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

Beweis. Betrachte die Abbildung f:h — D, f(z) := z—jri

1f(2)| <1< |z +i]* > |z —i?
2 2 _ .2 2 2 2 .2 2
=ttt Y+ ) ="y 2y ty >+ (Y- 1) =" +yt -2y +y
= 2y> 2y<=y>0 ]

2 2

Bemerkung:

1. Die Umkehrabbildung zu f ist f~1 = f[l _,-]71 = f.[ i z]
1 -11

flw) = tutl . p Zyp

T wW—1

. bihol h
2. Esgibt zu f: 2P

Aut(D).

b unendlich viele weitere: Bo foa mit a € Aut(h), 3 €

Beispiel: 3.8. Sei A € GL(2,R) (hier ist wirklich R nicht C gemeint!):

az+b (az+b)(cz +d)
Sfalz) =S =9
falz) cz+d |cz—i—cl]2
_ (ad—bc)%z
ez + d|

Also f € Aut(h) <= A € GL(2,R)*. Mit GL(2,R)* := {A € GL(2,R)| det A > 0}.

Satz 3.10. Die Zuordnung A — fa definiert eine exakte Sequenz von Gruppenho-
momorphismen

1— R — GL(2,R)" — Aut(h) — 1.

ai—)[%a] A fa

Alternative Formulierung: Die Zuordnung A — fa definiert eine exakte Sequenz von
Gruppenhomomorphismen

1— R~ — SL(2,R) — Aut(h) — 1,

=[G al A fa

_ 1 . . .
denn fa = fdeﬁA’ und g5 A hat Determinante 1, ist also aus SL(2,R) ist.

Beweis. (der ersten Formulierung) Sei ¢ € Aut(h), z.z. ¢ = fa mit einem A €
RS
GL(2,R)*. Betrachte w := ¢g(i) w = u + v. Betrachte A = Vv VUl A e
0 Vo
Vit
SL(2,R), A-i = ;Eff = Ui+ u+iv = w.
Also fa-10g € Aut(h), wir zeigen

Aut(h); = {fa| A € SO, R)}.

30



3.5 Die Automorphismen von b

(Zur Wiederholung: SO(2R) =

@O abeRa =10 =] [0 TSmO g g ol
b a sinf cosf

Matrix der R-linearen Abbildungen C — C, z + ze% bzgl. der R-Basis {1,i}.)

1 1
T —1

Sei A = [ 1 7fA :D i} b, f;l o] Aut(h)z 9] fA = Aut(D)o.

(0%

Bs gilt fir M € GL(2,R)* : M € SO(2R) <= A"'MA=c¢ lo

9] mit ¢ € R* und
«Q
aeClal =1

[Z _ab] € SL(2,R) :

a —=b| (1 a—1b . 1
denn [b a ] (Z) o <b+ ’ia) o (a B Zb) Skaiarf (Z)
Multipl.

(Eigenwertgleichung).
Die andere Richtung folgt durch Nachrechnen!

0

Also zu zeigen: Aut(D)y = {leN = [a 2] } = {glEI seStig(z) = sz} (Dabei

ist St := {z €C| 2zl < 1})
Das Unterstrichene folgt aber aus dem néchsten Lemma. O
Lemma 3.2. Ist h € Aut(D), dann |h(2)| < |z|, dto. fir |h=Y(w)| < |wl|, d.h. mit
w="h(z):|z| < h(z)
Satz 3.11. (Lemma von Schwarz) Sei f : D — C holomorph, f(0) =0,|f(z)| <1
fir |z| < 1, dann gilt:

Lf() <z VIz[ <1

2. Ist |f(z0)| = |z0| fiir ein z9 # 0, dann ist f(z) = Az mit geeignetem A € C, |\| =
1

Beweis. Setze g(z) := @ da f(z) =0, folgt g holomorph in D. Ferner |g(z)| < 1 fiir
2| =r < 1,da|f(z)| < 1. Nach dem Maximumsprinzip folgt sogar [g(z)| < 2V 2z < r.
Fir r — 1 folgt: |g(z)| < 1, d.h. |f(2)| < |2| fiir z € D. Gilt | f(20)| = |20] fiir ein 2o,

dann |g(z0)| = 1, also hat |g| ein Maximum in D, also ist g = const, etwa g = \ mit
Al = 1. O
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

Bemerkung: U.a. haben wir gezeigt:
SL(2,R)/SO(2,R) — b, A — A,

ist bijektiv. SL(2,R) ist eine Lie-gruppe, SO(2,R) ist eine kompakte maximale Un-
tergruppe.

3.6 Ergdnzungen

Spater werden wir zu X = C oder b die Untergruppe T' C Aut(X) betrachten. Auf
X werden wir f: X MR © it f(z+A) = f(z) Vv €T betrachten.

Beispiel: 3.9. f: C — C, f(2) = e?™*,  f(z+n) = f(z). HieristT = {tn |n e Z} -
Aut(C) und t,(z) = z + n.

Solch ein f rinduziert« eine Funktion f: p\X — C.

Definition 3.11. \X := Menge alle Bahnen (Orbits) von X bzgl. I'. Sprechweise:
X mod I’
Orbit := Menge der Gestalt: T'z := {7(2) |y e F}.

Bemerkung: X ist disjunkte Vereinigung seiner Orbits unter I' ( d.h.
o je 2 Orbits sind disjunkt oder gleich
e jeder Punkt gehort zu einem Orbit )

f(Tz) == f(2)

IstT' diskret, so kann man p\X mit der Struktur einer Riemannschen Fliche verse-
hen.

Beispiel: 3.10. 1. L =Zw +Zwy C C (dh SE#0)
Gitter

.= {tl|l€L}, t)=2z+1, T C Aut(C)
r\C = C/, (Menge der L-Nebenklassen im Sinne der Gruppentheorie)
rz={u)teL}={z+ilieL})
Fundamentalmasche in L = Fundamentalbereich zul' := F := {mwl + ywo | 0 << 1}
(siehe Abb. Bemerkung: ' hingt von wi,ws ab. Eigenschaften:

a) zu jedem z € C ex. einl € L mit z+1 € F

b) Sind z1,22 € F und gilt z1 = zo+1 fiir einl € T, so gilt: z1 = zo und damit
=0

Fazit: F — p\C=C/f, 2z Tz ist bijektiv.
2. I'=SL(2,Z) C SL(2,R), SL(2,R)/{£1} ~ Aut(h), £4+— (2 azth)

Untergr. cz+d
. a bl .
wobet A = 1st.
c d
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3.6 Ergidnzungen

w1

Abbildung 3.2: Die Fundamentalmasche ist das gepunktete Parallelogramm ohne die
rechte und obere Seite, Punkte auf der oberen und rechten Seite wer-
den mit gegeniiberliegenden Punkten auf der unteren und linken Seite
identifiziert (~» Torus).

1
2

Abbildung 3.3: Das Moduldreieck F' ist der Streifen —% <Rz < %, der oberhalb des
Kreises liegt. Der gestrichelte Bereich ¥ auf dem Kreis gehort nicht
zu F.

r\b= {lez € h}, I'z= {AzlA € SL(Q,Z)}
Definition 3.12. Fundamentalbereich von ) modulo I' := Moduldrei-
eck := {z ch| - T<Rz<izl>12=1=3 < Arg(z)} =: F (siehe Abbd.

Eigenschaften:

a) z €h, so ex. ein A € SL(2,Z), sodass Az € F

b) Sind z1,2z0 € F, ist A € SL(2,Z), mit Az = z2, so ist z1 = 22
Fazit: F — \b ist bijektiv.

Beweis. (zu z €b, sei A € SL(2,Z), sodass IAz maximal ist (das geht, da

Sz a b
Az = — % |AeSL2.7Z). A=
e AEEL L )
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und b

beschrankt ist)

1 n

Sei 0.B.d.A. —1 < RAz < i, sonst ersetze Az durch (Az) +n = [O 1

] Az mit

geeignetem n € Z. Es gilt dann |Az| > 1, sonst:

3(Az) . R,
(SAz) = AP > $Az, Widerspruch zur Maximalitiat von SAz
z
. 0 —1 1
wobei § = [1 0], Sw——a
Also Az € F oder Az € 3, im zweiten Fall ist SA € F. O
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4 Der Satz von Mittag-Leffler

4.1 Vorbemerkung: Die Mittag-Leffler-Teilbruchzerlegung fiir
rationale Funktionen

f € Mer(C), die Pole in C seien z1,...,z,, der Hauptteil in z; sei hj(z) =

|
L
+

=ord,, f.

g :=f- (h1 + ... hy) ist holomorph in C , und g ist bei oo entweder holomorph
oder hat einen Pol, also ist g ein Polynom. Fazit: f = g+ h1 + --- + hy ist die
» Partialbruchzerleqgung von f «.

Bemerkung:
1. g(2) — g(0) = a1z + a22® + ... + an2"™, a; € C ist der Hauptteil von f bei oo
2. ist f holomorph bei oo, so ist g = const
3. ist f = h—l wobei hi, ho Polynome sind, so ist ords f = deghy — deg hy
4. f= 1 L, s0 h1 = qho + 1 mit Polynomen q,r, wobei degr < deg h2 (Euklidische

Dwzswn}, damit ist f = q+ -~ i h hat Nullstelle bei 0o, also Ty = = »Summe der
Hauptteile bei den Polen in C«

Gibt man Pole z1,...,z, und Hauptteile hy, ..., h, zu den z; vor, so gibt es stets ein
f € Mer(C) mit genau diesen Hauptteilen.

4.2 Die Mittag-Leffler-Teilbruchzerlegung fiir meromorphe
Funktionen auf C

Satz 4.1. (Mittag-Leffler) Sei 21,22, . .. eine Folge von komplezen Zahlen mit |z;| —
o) (25)

a’y

00, sei hj(z) = + +W’ (j) € C. Dann gibt es eine auf C meromorphe

Funktion f deren Polstellen genau die 21, z2, . .. sind und deren Hauptteile in z; gerade
die hj sind. Ist f eine weitere meromorphe Funktion auf C mit den gleichen Polen
und Hauptteilen, so ist f — [ eine ganze Funktion.

Beweis. Seien 0.B.d.A alle z; # 0. Betrachte die Taylorentwicklung von h;(z) bei
z2=0: hj(z) =272 Ob]) * (konvergent fiir |z| < |z;]).
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4 Der Satz von Mittag-Leffler

Bestimme Zahlen k;, so dass mit g;(z) = ZZ’;O b9) 2k gilt:
(e.9]
VR>0: ;mgzglhj(z) —gj(2)| < o0.

Dann gilt: f(z) := 3252, (h;(2)—g;(2)) konvergiert absolut gleichméfig auf kompakten
Teilmengen von C\ {z1, 22,...} und f ist wie im Satz verlangt.

Zur Bestimmung der k;: wéhle k; sodass max |h;(2) — gj(# )| < 1 fiir |z| < |21, das
geht, da > b,(gj ) 2% absolut gleichméBig konvergent auf |z| < 1 5 |zj|.
Ist R > 0 gegeben, dann ist

1.

Z max|, <r |hj(2') - gj(z)’ < Z 5‘7
7 J
3lz1>R 32>R

(man hat nur endlich viele j ausgelassen: # {zj | |zj] > QR} < 00). O]

4.3 Beispiele zum Satz von Mittag Leffler

4.3.1 Der Cotangens

cos(7z)

= — logsin(7z)

m cot(mz) =7 sin(rz)  dz

Zk o(3 ) gegeben
Wahl von Pj: P; =0, damit ist gj(z) = —2 fir |2 < |v]. |-

S

S WD

Fir R > 0:
1
max < 0
2 max (o2 +,) < 2 W TR) TR SLLE
[v>R] lv[>R 7 v#0

const-—
< 2

Also L S+ Z,,Ez —1— hat die gleichen Pole und Hauptteile wie 7 cot(mz).

Satz 4.2.
1 1 1
WCOt(TrZ):;‘i‘Zz_V"_;

VEZ

v#£0
1 >0 1 1 1 1
—+Z< +-+ —)
zZ S \zZ-v v z+4+v Vv
1 e 2z
_;4_;2271/2
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4.3 Beispiele zum Satz von Mittag Leffler

(Beweis: Ubung)

Setze g(z) := z[I° (1 — j—z), dann folgt mit obigem Satz:

g—(z) _ 1 + i 22 Sats 7 cot(mz)
- S22
g z v
d% sin(7z)
sin(7z)

= ¢(z) = const - sin(nz)

Taylorentwicklung bei z = 0 = const = %

4.3.2 Die WeierstraBsche p-Funktion

Figiere ein I = Zwy + Zwa, (IgL #0).

Gesucht ist eine meromorphe Funktion auf C mit Polen v € T',v # 0 und Haupt-
teilen HT,(2) = ——. Es ist

(z—7)?
1 : <1+2Z+3(Z>2+ >
O ST
0 1 1| |22y — 2% < R(2|y|+ R)
J = 27 2 T 12— A2 e 1208 P2
(z—7)?% v [v*(z =) 12i<r |v|° |7 — R|
[v|>2R
3Ry 12R
= 2= 3"
WP (31) 1
Dann ist
1 1 12R
Z max |———5 — —| < 273 < 00.
s |2|<R ’Z—’Y| ol 120 h/‘ LemmdL1l
[v[>2R

Satz 4.3. Durch p(z;1') == Z% + > yer (ﬁ — %) wird eine auf C  meromorphe
0

Funktion erklirt. Die Reihe ist absolut gleichmdf$ig konvergent auf kompakten Teil-
mengen von C\ T'. Die Pole von g sind gerade die Punkte in T, Hauptteil bei v € T

Py
18t =7

Satz 4.4. —% (logo(z;T)) = p(2;T)

37



4 Der Satz von Mittag-Leffler

Beweis.

Z):ZII(l—z)eﬁéﬁf

yel’ v
7#0
o’ 1 1 1 z
—()=-+2 (Z_ " 2)
~er Yo
¥#0
a'>’ 1 1 1
— ] (z)=—-=+ — + = —p(z) O
( o 2 % (z — 7)2 2
¥#0

Satz 4.5. Fir einy €T gilt p(z +v;T) = p(z;T).

Beweis.

2 2 1

/

Ple)= -2+ ——g =2y —
3 §£<z—e>3 §<z—e>3
eel’

Oz +7) = —I— —3 =2
GGF

denn mit € durchlduft auch € — v das Gitter I'. Damit ist p(z + ) = p(2) + c(y) (*)
(wobei ¢(7) eine Konstante ist, die von « abhéngt).

Zeige c(y) = 0: Offensichtlich ist p(—z) = p(z) (p ist eine gerade Funktion). Wahle
in (x) 2= =3 :9(3) = p(=3) +c(7) = c(y) = 0. O
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5 Elliptische Funktionen

Fiir das gesamte Kapitel sei:
T = Zewy + Zuso, S22 £ 0
w2
F .= {mwl —|—yw2|0 <z,y< 1}
F = C/p vermigez—> 24T
Definition 5.1.
BIU(T) = {f € Mer(C) [V y €T s f(z+7) = f(2)}

heifit Korper der elliptischen Funktionen zu .
Konvention: Ist zg Pol von f, dann setze f(zy) = oo € C.

Satz 5.1. El(T") ist ein Korper.

5.1 Divisoren auf C/T

Lemma 5.1. Sei f € Ell(I"). Fir zo € C,y € I' gilt: ord,,(f) = ord;;+~(f)

Beweis. Es gibt eine offene Umgebung U von zg und eine auf U holomorphe Funktion
g mit g(zo) # 0, so dass

[(2) = (s = 20)"g(2) fiix 2 € U2 # 20 und n = ord, f (+)

Dann gilt aber fir z € v+ U (y + U ist offene Umgebung von zy + v): f(z) =

flz—=7) w (z— (20 +7)"9(z — ). Esist g : z — g(z — ) holomorph auf v + U,
9(z0 +7) = g(20) # 0. Es folgt: n = ord 4 f O

Definition 5.2. Ist f € El(T"), so definiere

Df : C/F — 7
Df(p) = Ordzo(f)
p=zy+7T

Dy heifst Divisor von f. Dy ist nach dem Lemma wohldefiniert.
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5 Elliptische Funktionen

Lemma 5.2. D¢(p) =0 fir alle p € C/1 bis auf endlich viele Ausnahmen.
Beweis. F sei eine Fundamentalmasche fiir I' (also F — C/, z — 2z + I ist bijektiv)

#{p|Ds(p) # 0} = #{z0 € F| ord,, f # 0}

Zu zy € F existiert eine offene Umgebung U, von z, so dass f auf Uy, \ {20}
keine Null- oder Polstellen hat. Da F' kompakt ist, gibt es z1,...,2; € F, so dass

F = U§:1 U,,. Also ist {zo € Fl ord,, f # 0} CH{z,. .., 2} O
Definition 5.3.
Div(C)r) := {D :C/p — Z| D(p) = 0 fiir fast alle p € (C/F}
heift Divisoren auf C/p. Div(C/p) ist eine Gruppe bzgl der Addition:(D1+D2)(p) :=
Di(p) + D2(p)
P(C/p) = {D|3 f € BU(T): D = Dy}

heif§t die Untergruppe der Hauptdivisoren Dabei steht p fiir principle divisors.
Untergruppeneigenschaft: Dy + Dy, = Dy,.1,, Dy = =Dy

5.2 Drei der vier Liouvilleschen Satze

Satz 5.2 (erster Liouvillescher Satz). Die einzig holomorphen Funktionen in Ell(T")
sind die Konstanten.

Beweis. Ist f € ElI(T') holomorph, dann ist f(C) = f(F) = f(F). f ist stetig und
F ist kompakt = f(F') ist kompakt. Insbesondere ist f(C) also beschrankt (Heine
Borel). Nach Liouville aus Funktionentheorie I ist f konstant. O

Korollar 5.1. Sind f1, fo € EI(I")*, Dy, = Dy,, dann ist fi = const - fo

Beweis. Dy, = Dy, = Dy, 5, = 0, also % holomorph, also = const. O

Satz 5.3 (zweiter Liouvillescher Satz). Sei f € El(T), dann gilt

Res., f =0
> Ress,

z0€F
(Alternative Formulierung: ZPEC/F Res, f =0, Res, f:=Res,, f, wobeip= 2y+I")
Beweis.

271 Z f= - f(z)dz

zeF
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Abbildung 5.1: ohne Pole auf dem Rand

11
Wo
v ja i
_—
I w1

5.2 Drei der vier Liouvilleschen Satze

Abbildung 5.2: mit Polen auf dem Rand

Weg —(a + wo)
w2
\Weg b F \ Weg —(b+ wi)
Weg a w1

Der Rand der Fundamentalmasche F' wird auf den gestrichelten Wegen entgegen

dem Uhrzeigersinn durchlaufen.

f hat keine Pole in OF: (siehe auch Abb. Dann lasst sich das Integral ohne

Probleme berechnen:

1 1
F(2)dz = / Flewn)wndt + / Fwr + ten)wndt
OF 0 0

Iit—twr

IT:t—wi+twe

+/O1 Flwr +ws —tW1)(—w1)dt+/01f(w2 ) (—wp)dt

IIT:t—wy+two—twi

IV:it—wo —two

Da f [ EII(T) (also mit €1, €3 € {0,1} gilt: V 2z € OF : f(erw1+eawa+2) = f(2)),
addieren sich das erste und dritte, sowie das zweite und vierte Integral zu 0. Es

% f(z)dz=0
OF
f hat Pole in OF: Dann 27i) .. Res, f = fv f(2)dz, wobei ~y der gestrichelte Weg

folgt

aus Abbildung[5.2] ist.

Af(z)dz:Lf(z)dz—L+w2 f(z)dz—/b+w1f(z)dz+/bf(z)dz

Wieder folgt wie oben, da f € EIll(I'): das erste und zweite, sowie das dritte

und vierte Integral addieren sich zu 0.

O]

Korollar 5.2. Ein f € El(I') hat mindestens zwei Pole modulo I' (d.h. in F') mit

Vielfachheiten gezdhlt.

Folgerung: In einem gewissen Sinne ist die einfachste nichttriviale Funktion in
Ell(T) eine solche, die einen Pol zweiter Ordnung (= Residuum = 0) in 0(€ F)
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5 Elliptische Funktionen

hat. Der Hauptteil in O ist dann %. Die Funktion p(z)(:= p(2,T)) ist eine solche
Funktion.

Ist f eine weitere solche Funktion, so ist f — p = const nach dem ersten Satz von
Liouville.

Satz 5.4 (dritter Liouvillescher Satz). Ist f € El(T"), dann ist

> Ds(p) =0

peC/r

Beweis. f hat keine Null- oder Polstellen auf 0F': dann gilt mit dem Satz von Rouché:

. B A '),
2mZordff— %aFdlogf— ;ép ) dz=0

zeF

Das folgt aber, wie im vorigen Beweis, unter Benutzung von fT, e El(T).

f hat Null- oder Polstellen auf 0F: analog wie im vorigen Beweis. O

Fazit: Wir erhalten eine exakte Sequenz von Gruppen:
1— C" — El(I")" — Divog(C/)

Die Sequenz ist hinten nicht surjektiv: z.B:

-1 p=20
D:Ch—7Z,D(p) =
Wire D = Dy so hditte f nur einen Pol im Widerspruch zum zweiten Satz von
Liouville.

5.3 Thetafunktionen

Erinnerung: (logo)" = —p. Also fiir v € T gilt:
2 d2
@loga(z +9) = @logo(z)
daher (zweimal Stammfunktion suchen, dann exp anwenden)

o(z +7) = eAHB0(), V2

mit geeigneten Konstanten A = A(vy), B = B(7y).
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5.3 Thetafunktionen

Definition 5.4. Die Menge

o) = {f meromorph auf C, f # 0| (logf)" = <“§C> € Ell(@/r)}

heifst Menge der Thetafunktionen mod I'. Die Menge
O trin = {ep(z) |p = Polynom vom Grad < 2}
sind die trivialen Thetafunktionen.

Bemerkung: O(T)4.., € O(I), 0 € O), o(z 4 ) = eAM+B0),
Damit sind v — A(7),y — B(7) jeweils Abbildungen der Form I' — C/o ;7.

Bemerkung: Kozykelrelation:

olz+n+r) | olztm) _ olztntn)
o(z+ ) o(z) o(2)
N—_— ———— ———

exp(A(72)(z+71)+B(712)) exp(A(11)z+B(71))  exp(A(v1+72)z+B(71+72))

Daraus folgt: B(y1 +v2) = B(v1) + B(v2), d.h B : T — C/or;7, ist ein Gruppenho-
momorphismus, A(v2)mn + A(1) = A(v1 +72), A: T — Clorz ist ein Kozykel.

Satz 5.5. 1. ©(T) ist eine Gruppe bzgl. Multiplikation von Funktionen.
2. Ist f € O(I'), dann ist ord, f = ord,4 f,V2€ C,yv €.

Beweis. 2. ist eine Ubung und folgt durch Nachrechnen. Zu 1.:

(log f1- f2)" = (log f1)" + (log f2)" € EIlI(T) O
cEU(T) cEl(T)

Definition 5.5. Sei f € ©(I'), Dy : C/p — Z, Ds(p) := ord,, f, wobeip = 2o+ T'.
Bemerkung:

e Ds(p) =0 fir fast alle p € C/p
e wohldef. nach Satz[5.5 (1)

® Df.yy, = Dy + Dy,, d.h. f — Dy ist Gruppenhomomorphismus O(I') —
Div(C/p)

o fc @(F)triv : Df =0
Satz 5.6. Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen
1 — (1) 4ip = O(T') — Div(C/p) — 1

ist exakt.
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5 Elliptische Funktionen

Beweis. Definiere D, := (0) d.h

1, fallsp=20
sonst

Dy (p) :

I
—N—
L

und fir o(x — 29), 29 € C fix:

1, fallsp=20+7T
DU(**ZO)(p) =(20+1)= { 0, sonst
Surjektivitat von f — Dy: Sei D € Div(C/), seien p1, ..., p, die Punkte in C/p, mit
vj := D(pj) # 0. Sei p; = z; + I' mit geeigneten z; € I'.
Setze f(z) :=[[j—y o(2 — 2;)"7, dann

n

n
szz *zJJ_ZV] *z)_ZVJ(ZJ+F)ZD
7=1

7j=1

Kern(f — Dy¢): O(T') C Kern(f + Dy): ok. Sei § € ©(I'), mit Dg = 0, dann
( ) (logh)" ist holomorph, Also = const =: a (erster Satz von Liouville). Also
% = az + b, (b geeignet), 6 = exp (a% + bz + c), (c geeignet), d.h. 6 ist trivial. [

Korollar 5.3. o(z + ) = exp(Az + b)o(z), mit A= A(y), B= B(y),y €T fiz.

Beweis.

n

fe+)=]]olz+7—2)" =[] exp (A(z — 2j) + B) vj) 0(2 — ;)"
j=1 =1

= exp ((Az + B) iyj — Aizjyj) - f(z)
j=1

J=1

:exp((Az—i-B) Z D(p AZZJ zj—i-l“) - f(z)

peC/p
Also f(z+7) = f(z) VzeC, falls }pccp D(p) = 0und 375, 2;D(2; +I)=0. O
Definition 5.6.

P(C/p) = {D € Divo(C/p) | Z pD(p }

peC/p

(dabei bedeutet "=0"eine "Kongruenz = 0"in der Gruppe C/1.)

Bemerkung: P(C/p) C Divy(C/p) ist Untergruppe.
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5.4 Bestimmung der Hauptdivisoren

Beispiel: 5.1. ¢ hat Pole (3. Ordnung) in T, ¢'(2) = —p/(—2), ¢’ ist ungerade (da
o gerade ist) mit I' = w17 + waZ folgt:

o (=) = —¢(%). Es gilt aber auch, wegen der Periodizitit ¢ (=) =
ungerade
O (Z2 +wr) = 0/ (%) = (%) = 0 und analog:
. (5 =0
° p/(wlgum) — 0
w w w1 +w
Dy ==3(0) + (5 +T) + (F + D)+ (—5— +T)

O (2) =0 < 22T\ {0}, (= =0) in den Punkten aus C/p\ {0} der Ordnung
2, den primitiven Zweiteilungspunkten (siehe Abbildung . Nach dem vorigen
Beweis gilt:

)

PO

o0 W1

Abbildung 5.3: Die primitiven Zweiteilungspunkte sind die Punkte wo ¢'(z) = 0 ist.

' o(z—G)o(z—%)o(z —

o(2)?
Dabei ist C' eine triviale Thetafunktion. Die rechte Seite ist sogar € EII(I'), also
C = const nach dem ersten Satz von Liouville.

W1;w)

5.4 Bestimmung der Hauptdivisoren

Satz 5.7 (vierter Liouvillescher Satz). Sei f € Ell(L), f # 0, dann gilt
> pDf(p) =0

peC/p

Bemerkung: Es ist also Dy € P(C/p).

Beweis. Fallunterscheidung:

f hat keine Pole oder Nullistellen auf OF":

ﬂ(z)z dz = 27 » _ Res; (J;/(Z)Z)

oF f Residu_ensatz P
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5 Elliptische Funktionen

Nebenrechnung: f = (z — 2;)"g(2), g holomorph nahe z;, g(z;) # 0, d.h. n =
ord, f.

! ! n ! nz;
Sein #0 f—(z)z = J (2)z + J J
f g Z—zj g Z— zj
holomorph bei z;
/

= Res,; 7(2)2 = nz;

Weg —(c + ws)

Weg d /

Weg ¢

Abbildung 5.4: O0F wird entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.

Fiir die folgenden Integrale betrachte die Wege in Abbildung

»Summe der Residuen«= >, cpord,(f)z =: S,
Nach der Nebenrechnung bleibt zu zeigen S liegt in I'.  Insgesamt also zu

zeigen: /
I:= i(z)z dz € 2mil’
orF [
Man hat:
I = (/cj;(z)z dz — /C+w2 ‘;/(z)z dz + /d f):(z)z dz — /(i+w1 “?(z)zdz) , dabei ist
f _[r
/C+w2 7(2),2 dz = /c 7 (z + w2)(z + w2) dz, also
/Cj;(z)z dz — /C+w2 J}(z)z dz = —wQ/‘;(z)z dz (%) und analog
! ! = —w ! 2)zdz (%%
/le(z)zdz—/li+w1f(z)zdz— 1/d f( )zdz (%)

(x) = —wg/ dw (Subst.: w = f(2))
foc W
= —ws - (Umlaufzahl von f oc um 0) € 2miZ - wo
(xx) = —wl/ dw (Subst.: w = f(2))
!

od W
= —wj - (Umlaufzahl von f od um 0) € 2miZ - w;
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5.4 Bestimmung der Hauptdivisoren

focist ein geschlossener Weg in C*, da f(0) = f(w1), fod ist ein geschlossener
Weg in C*, da f(0) = f(w2). Insgesamt folgt: I € 2wl

f hat Pole oder Nullstellen auf 9F: Man dndert den Beweis vom ersten Fall in der
gleichen Weise ab, wie beim zweiten Fall des Beweises von Satz O

Satz 5.8 (Hauptsatz der Divisortheorie fiir elliptische Funktionen). Die Sequenz von

Gruppenhomomorphismen

1— C"— ElUT)" — P(C/p) — 0
f — Dy

ist exakt.

Beweis. Nach den vorigen Sétzen ist nur noch die Surjektivitdt zu zeigen: Ist f €
ENI(T)*, sind die z;,1 < j < t (die Repréasentanten der p; mit D¢(p;) = 0), so
gewahlt, dass

> Df(z+T) 2 =0, (*)

dann gilt f = const - H§:1 o(z — zj)PsPs) (im Beweis iiber die Thetafunktion schon
gezeigt: f ist elliptische Funktion, fir ein D welches (x) erfiillt). O

Notation: Ab jetzt P(C)p) := P(C/).

Beispiel: 5.2. D =3(0)+ (%4 +T)+ (% +T)+ (52 +1)

w w w1 +w .
Y Dpp=-3-0+— +0+ 240+ 12417 =0inCjp
2 2 2
peC/p
mit Reprdsentanten in C :
B PR - B S

ec 2 2 2

Ubung: Man kann stets 2j € pj (Aquivalenzklasse) wéhlen, so dass
Z§:1 D(pj)zj =0 (inC).
Bemerkung: Fir eine Gegeniiberstellung von C/p und C siehe Tabelle .

Definition 5.7.
Pico(C/r) == Divo(C/p)/p(Cp)

heifit Picard Gruppe von C/p.

Satz 5.9. Es ist Pico(C/r) = C/p.
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5 Elliptische Funktionen

| C/p C
Hauptdivisoren P P(C/r) € Div,(C) Divg(C)
Greensche Funktion: g(z) o(z) id D gegeben ~~

fi=Tlg(z = 2)Pw)
Tabelle 5.1: Gegeniiberstellung von C/p und C

Beweis. Die Abbildung Divo(C/r) — C/p, D = Ypecy D(p)p  ist ein Gruppen-
homomorphismus:

e surjektiv: (p) — (0) p’iC/; D

e Kern = P(C/p) (ersten Homomorphiesatz anwenden) O

Notation: Zu p € C/r definiere: (p) € Div(C/) via:

(p)(q)—{(l) "y

sonst
Ist D € Divy(C)p), sind p1,...,pn die Punkte in C/p mit D(p;) =: v; # 0, dann ist

D=uvi(p1)+...vn(pn)-

5.5 Die algebraische Struktur von Eli(I")

Definition 5.8. Sei f € El(T), f # const, dann heif§t

ez = ord,(f — f(20))

der Verzweigungsgrad bei zy oder die Vielfachheit mit der f(zy) bei zg angenom-
men wird.

Bemerkung: Es gibt nur endlich viele zg € F mit e, (f) > 1, (denn e, (f) > 1,
wenn f'(z9) =0, f’ hat aber nur endlich viele Nullstellen als elliptische Funktion).

Satz 5.10. Sei f € El(T), f # const:V b € C gilt: Y)=pe(f) =2 ser  ordf

2EF z Pol von f
Beweis.
D¢y = Z ord, f(z+T) + Z ex(f)(z+T)
2€F zeF
z Pol von f f(z)=b
und Df_b € Divo((C/I‘). ]
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5.5 Die algebraische Struktur von Ell(T")

Definition 5.9. FEs heifit
deg(f) == — Z ord, f

zEF
zPol von f
Grad von f.
Satz 5.11. Seien f,g € ElU(T), f,g # const. Dann existiert ein Polynom P(X) €
C(g)[X] vom Grad n :=deg(g), so dass P(0) =0 (Beweis spdter).

Bemerkung: C(g) ist der kleinste Korper in Ell(I") (C Mer(C)), der C und g enthdlt
= {R(9) | ReC()}.

Satz 5.12. Fir g € ElU(T'),g # const, gilt C(g) ~ C(X) = Korper der rationalen
Funktionen in X.

Beweis. Andernfalls gébe es ein Polynom P € C[X] mit P(g) = 0 (andernfalls exis-
tiert: ® : C[X] — C(g),h — h(g), ist @ injektiv, dann folgt der Satz). Also nimmt
g nur endlich viele Werte an (Nullstellen von P): Widerspruch! O

Satz 5.13. El(T") ist eine quadratische Korpererweiterung von C(p). Genauer: ENl(T") =
C(p, '), der kleinste Korper in Mer(C), der p, o und C enthdlt und es gilt

o2 =403 — 20ap — 28, ()

wobei a,b € C, genauer: p = Z% +az? + bzt + O(25).

Beweis. C(p, ') ist quadratische Erweiterung von C(gp):
e C(p,¢') 2 C(p), denn g’ ist ungerade und p ist gerade
e Es gilt die Differentialgleichung (x):

1
p=—5"+ az? +b2t + ... (p ist holomorph bei 0 mit
z

1 1
Wert: - —
2 Al
¥#0

=0 , p ist gerade)
/

2
@ :——3+2az+4bz3+...
z

4 8a
2 2

Summanden von (x):

4  12a
40° = — + =2 4120+ O(22
© 26+z2+ +0(z7)

a 2
—20ap = —20? + 0(z%)
—28b = —28b 4+ O(2?)
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5 Elliptische Funktionen

= % —(4p% —20ap—28b) = O(z?). Das ist aber € ElI(T'), ferner holomorph bei
0, also auch in I', nach Liouville I konstant und nach der Laurententwicklung
=0.

Klar ist: C(p, ') C El(T). Umgekehrt: Sei f € Ell(T), f # const, wire f & C(p, ¢'),

so hétte man folgenden Turm von Koérpererweiterungen:

Kérper:  C(p) € C(p,¢') & Clp, ¢, f)
Grad: 2 d>1

d ist endlich nach dem Satz , also wére

C(p) 2(1%2 Clp, ¢, f)

Es gibt aber ein f mit C(p, ¢, f) = C(p)(f) (Satz vom primitiven Element), also hat
f den Grad 2d > 2 iiber C(p) im Widerspruch zu Satz O

Beweis. (von Es sei w € C,
wi Qui= [ (X = f(2)=Y

zeC
g(z)=w

(Schon gezeigt: 3 (.)=y €2(9) = n.) Es gilt: die Koeffizienten sind meromorph in w
(Ubungsaufgabe). Also Q. € Mer(C)[X],

C>z— Qf(Z()),P = Qg(w) € C(g)[X]
e deg P (als Polynom) =n
o P(f)(20) = Qyrz0)(f(20)) =11 ec (f(20) — f(z))ez(g) = 0 (2o kommt unter

9(2)=g(z0

den z tiber die das Produkt lauft vor, somit ist ein Faktor des Produkte = 0) [

5.6 C/r als algebraische Struktur

5.6.1 Projektive Raume

Definition 5.10.
P"(C) == (C\ {0}) /c*

= »Menge aller Untervektorraume der Dimension 1 in C**1 ohne 0«. D.h. die Menge
der Aquivalenzklassen von Vektoren # 0 in C* 1, wobei die Aquivalenzrelation erklirt
ist durch: ¥ ~ i <= 3\ € C*: & = \j (die Gerade durch & und 0, ohne 0 selbst).
P*(C) heifit der n-dimensionale projektive Raum iber C .
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5.6 C/r als algebraische Struktur

Definition 5.11.

[To 21 :. .. xy] = {)\(xo,xl,...,l‘n) |)\ e C*, (o, 21,...,2n) € C’H'l}
= C*(zo,21,...,2y) € P*(C)

heiffen homogene Koordinaten des Vektors (xg,x1,...,Ty).
Bemerkung:
o [zorar:...rwy] =[20 1.0 3] etwa falls 21 # 0 (ein x; ist immer # 0,
da der Nullvektor ausgeschlossen wurde)
o C" — P"(C), (zo,...,xn—1) = [xo: ... 2p_1: 1] ist injektiv
e die Punkte der Gestalt [xg: ... : xp—1 : 0] heiffen unendlich ferne Punkte

e Man kann die gleiche Konstruktion mit R statt C machen: fir n = 2 hat man
die projektive Ebene iiber R. Vorstellung: R — P3(R), (x,y) + [z : y : 1]
injektiv, die unendlich fernen Punkte sind [z : y : 0]

Abbildung 5.5: Die projektive Ebene iiber R

o0
o Y
a) Die beiden Punkte bei Unendlich b) R? wird auf die Ebene durch z = 1 abge-
werden identifiziert (A = —1). bildet, die unendlich fernen Punkte liegen

in der Ebene mit z = 0.
Beispiel: 5.3. (»FEine Gleichung projektiv machen«)
K = {(:U,y) € C? |22+ 4% = 1} C C? C P(C) (bei reellen Punkten: Finheitskreis)
(z,y) — [z :y: 1], Bild:{[x:y:z]lz#O}:{B:Z:l} |z7é0}
FEigentlich sollte (%)2 + (%)2 =1, d.h. 22 +y% = 22 gelten.

Definition 5.12. K = Projektiver Abschiuff von K. K := {[:c cy 2] €PAC) |2? +y? = 22}

?zzgou{[l:i:O],[lz—i:O]}

2=0,siehe Nebenrechnung
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5 Elliptische Funktionen

Nebenrechnung: z = 0 = 22 +y?> = 0, [z :y : 0], aber es sind x,y nicht beide
ebenfalls gleich O (da der Nullvektor von Anfang an ausgenommen wurde).
Sei x # 0: also 1+ (%)2 =0.

Beispiel: 5.4. Es gibt eine Bijektion zwischen P'(C) und C:
g:PYC) — C,[z:y] — {
Insbesondere ist oo = [1: 0] und z =~ [z : 1].

Erinnerung: C/p 3 z — (p(2),9'(2)) C {(:L‘,y) | y? = 423 — 20ax — 28b}. Mit
A := —20a, B := —28b wird daraus

{(m,y) |y? = 42® —i—A:J;—i—B}

Definition 5.13. Definiere E(= Er) = {[x cy 2] € P2(C) | 2y? = da® + Ax2® + Bz3}

Bemerkung: E = {[x cy 1]y :4x3+Am+B} U{[0:1:0]}
Bezeichnung: Fir p € C/p,f € EI(I), setze f(p) = f(z), wobei z € p (d.h.
p=z+T).
Satz 5.14. Die Abbildung
: [o(p) : ¢'(p) : 1] p#0
o:C/r— E, p|—>{[0:1:o] b= 0

ist wohldefiniert und bijektiv. (Die Abbildung ist sogar ein Homdomorphismus, falls
man C/p mit der Quotiententopologie und E mit der Spurtopologie der Quotienten-
topologie auf dem P?(C) versieht.)

Bemerkung: Sei z € C\ T : dann ist [p(z),¢'(z) : 1] w270 [p,((zz) 1 }, bei
z=0:[0:1:0].

Beweis. injektiv: Sei ®(p) = ®(q), sei z € p,w € ¢q. O.B.d.A. p,q # 0, also [p(z) :
9(2) 1] = [pw) : ) = 1], dh p(z) = pw),¢'(z) = ¢'(w). Bs gilt (p(z) =
p(w),deg p = 2, p ist gerade, jeder Wert wird von @ 2-mal angenommen) = z = fw
mod T.

' ungerade

Sei z = —w mod T', dann folgt ©'(2) = ¢'(—w) —¢'(w) = —¢'(2). Es folgt
entweder ©'(z) # 0, dann ist 2 = w mod I' ,d.h. p = ¢, oder ¢'(2) = 0, dann ist
2= Y 92 oder itz

=273 7 -
surjektiv: Sei [r 1y : 2] € E: 0B.dA.seiz=1(2=0:[z:y:z2 = ®0)). Es
gilt also y* = 423 + Az + B. Es gibt ein 2z € C/p mit = = p(z) (nach einem fritheren
Satz). Dann ist

0 (2)% = 4p(2)® + Ap(2) + B = 42° + Az + B = 3.
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5.6 C/r als algebraische Struktur

Also ist ©'(z) = .
Ist 9'(2) = +y: ok; andernfalls betrachte —z statt z, dann gilt z = p(—=z2),y =

gerade
o (—2). O
ungerade
Bemerkung:
e es wurde schon gezeigt:
o(z — W)o(z — L)o(z + L12)
(o) = TR e
e ferner:
_o(z—w)o(z +w)
o(2) — o) = T
es gibt 2 Pole und 2 Nullstellen:
D)) = =2(0) + (w+T)(w —T)
Damit: @ : 2 + T —[p(2): ¢/ (2): 1] firz¢ T
w1 w2 w1 + wo

=[o(z —w)o(z +w)o(z) : o(z — 7)0(2 - 7)0(2 + 5 ) o(2)?]

(dabei gilt fir w: p(w) = 0)
fir z € I’ macht dies auch Sinn, dann gilt:

0: (=)o (= L2092y 0~ 0:1: 0]

2 2 2
£0

Definition 5.14. FEine Teilmenge der Gestalt
Glapn) = {[a: cy 2] |aa: + By +v2=0,(a,5,7) € C3 \ {0} geez’gnet}
heift Gerade in P?(C).

Bemerkung: G5, = G gy <= (a,0,7) =c(,8',7), fir ein c € C*. Also
hingt G(a,p.) von der Klasse von (a,3,7) in P?(C) ab.
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5 Elliptische Funktionen

Dualitatsprinzip:
Z.B.: Je zwei verschiedene Geraden bestimmen genau einen Punkt.

Je zwei verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade.

Satz 5.15. Sei g € P?(C) eine Gerade, dann schneiden sich g und Er in genau 3
Punkten (mit Vielfachheiten gezdhlt).

Beweis. Sei F' homogenes Polynom (d.h. alle Monome haben den gleichen Grad)
vom Grad d in 3 Variablen z,y,z . Sei g := {[CE (Y 2] |ozx+,6’y+’yz = 0},[04 : B
7] € P%(C). Gesucht sind Lésungen von

F(z,y,2) =0
(+) { ar+Py+vz=0 -

Wihle T € GL(3,C) mit
T
(@.B8.NT |y | ==
z
D.h. (e, 8,7)T = (0,0,1), wahle T' = (s1, s2, s3) mit (o, 5,7)s; =0 fir i = 1,2 (s1, s2
sind dann orthogonales Komplement zu («a, 3, 7), insbesondere seien sp, so linear un-
abhéngig) und («, §,7)ss = 1.

Wir suchen daher Losungen des Transformierten Gleichungssystems

x
F(z,y,2):=F(T |y|)=0
(35) N
(,8,7)T |y | =2=0
z

(Zwischen den Losungen von (k) und (k%) besteht eine 1 : 1 Beziehung via

/

xr X
[z:y:2]— [:U’ sy z’],wobei y | =T |y,
Z/ z

Losungen von () sind alle [z : y : 0] mit
(x%%) G(z,y) = F(z,y,0) = 0.
G ist homogenes Polynom vom Grad d.)
Es gibt Zahlen a;,b; € C,j =1,...,d, so dass G(z,y) = H;l:l(bjm — a;y).
(Gla,y) = y"G(2.1), denn G = ¥ xaby?=F und y?G(2,1) = ! £ (2)"
= y%const H;l:l(i — pj) (p; seien Nullstellen von G(u, 1) € Clu]) )
Losungen von (x % %): [a; 1 b; : 0], =1,...,d O
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5.6 C/r als algebraische Struktur

Bemerkung: {[x 2] | Fla,y, 2) = 0} heift » Kurve vom Grad d in P?(C)«. Man
kann zeigen: Die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven vom Grad d und e (mit
Vielfachheiten gezahlt) ist gleich e - d.

Vorbemerkung: Seip € C/r: ®(—p) = [p(—p) : ¢'(=p) : 1] = [p(p) : —¢'(p) : 1],
wegen z =1=FE = {y2 =42° + Az + B} und y? symmetrisch zur x-Achse.

Abbildung 5.6: Addition auf elliptischen Kurven
Fiir die Punkte ®(ey), ®(e2), P(e3) auf der x-Achse gilt:
{erea,es} = {9 + T, + T, 25522 4+ T}

Satz 5.16. Seien u,v,w € C/p, u+v +w = 0, dann sind ®(u), ®(v), ®(w) € P?(C)
kolinear (d.h. sie liegen auf ein und derselben Gerade in P*(C)) (siehe Abbildung .

Beweis. Seien 0.B.d.A. u, v, w # 0 sonst ist die Aussage klar, denn etwa fiir w = 0 gilt
v = —u und dann liegen ®(—u) und ®(0) auf der Geraden {[x cy )| — plu) = O}.

Fall: u # v ( der Fall u = v zur Ubung):
Sei [a : B : 7] die Koordinate der Geraden durch ®(u) und ®(v).

(Schreibe ®(u) = [z : y : 2], ®(v) = [2/,y, 7], wegen u # v und ® injektiv gilt:
®(u) # ®(v), daher sind (z,y, 2), (',9', 2’) linear unabhéngig. Also existiert genau
ein (a, 3,7) (bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) mit:

[x Yy oz @

= 0.

x/ / Z/] 6
Y Y
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5 Elliptische Funktionen

Betrachte f = ap + o’ ++ € EU(T'). Wir nehmen § # 0 an: dann ist Dy =
—=3(0) + (u) + (v) + (w). Nach Wahl von «, 3, gilt:

) _ o e
(o, B) (p/(f)> =0 firé=u,v.

Also ®(w) = [p(q) : ©'(q) : 1] € »der durch [« : 5 : 9] bestimmten Geraden«. O

Bemerkung:

o Sind u,w € C/pyu+u+w = 2u+w = 0, dann liegen ®(u), ®(w) auf der
Tangenten an die Kurve Ep in ®(u).

e Der Punkt [0:1:0] ist ein Dreifachpunkt von Er
(Tangente: Sei die Kurve in C? gegeben durch F(X,Y) =0,F € C[X,Y], F(Xy,Yy) =
0, dann ist die Tangente an Xo, Yy gegeben durch
FI(XO, }/())(X — Xo) + Fy(Xo, }/())(Y — Y[)) = 0.

)

Satz 5.17 (Additionstheorem). Seien u,v,w € C\ I' paarweise verschieden und
u+v+w=0, dann gilt

IRYCIORION
p(u) +p)+  pw) 4 ( o) — p(u) )
=p(—(utv))
=p(utv)

(Also p(u + v) = algebraischer Ausdruck in p(u), p(v), ' (u), @' (v).)

Beweis. Seien © = u+I',v = v+ I',w = w + I' die Restklassen. ®(u), ®(v), ®(w)
liegen auf einer Geraden durch ®(u), ®(v):

P =)
~—_—

=m

Dann hat y? — (423 + Az + B) =
(m(z — p(u) + ¢/ (u)* — (42° + Az + B) =0 (%)

drei Nullstellen p(u), p(v), p(w), man kann (x) also schreiben als

(= p()(z — p(v)(x — p(w)) = 0. ()
Durch Vergleich der Koeffizienten von 22 in () und (**) findet man:
_ _ _ 1
9(@) +6(0) + o) = U O
austx aus (k)
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5.7 C/r als Riemannsche Fléche

Bemerkung: u,v,w € C\ T paarweise verschieden u+ v +w = 0, dann gilt

da (u) = [p(u) : p'(u) : 1], (v) = [p(v) : '(v) : 1], 2(w) = [p(w) : p'(w) : 1] auf ei-
ner Geraden liegen, deswegen sind die Vektoren linear abhdngig und die Determinante
ist 0.

Diskriminante eines Polynoms
Fiir ein quadratisches Polynom f(x) = x +px+q ist die Diskriminante A := p® —4q.
Sind 1,02 Nullstellen von f so gilt auch f(x) = (x — d1)(z — d2), dann lasst sich A

schreiben als: (81 — 62)2, 012 = —@'

Fiir ein kubisches Polynom f(x) = (z—ay)(z—az2)(z—a3), bzw. f(x) = 23 +cx’®+ar+b
ist A =], ;(a; — aj)?. Nach einem Satz gilt fiir c = 0: A = —(4a® + 27b?).

A misst den Abstand der verschiedenen Nullstellen, sind zwei Nullstellen gleich, so
ist A =0.

Erinnerung: o> = 49> + Ap + B

Satz 5.18. Die Diskriminante von x> + fx +8 (A= —%(A3 +27B2%) ) ist # 0.

Beweis. Zu zeigen: die Nullstellen von z3 + Az + B sind paarweise verschieden,
Nullstellen sind p(u) mit ©'(u) = 0, d.h. p(%), (), p(5*2), (also p(p) wo-
bei p € C/p,p # 0,2p = 0). Diese sind paarweise verschieden, sonst folgt: p(z) =
p(z') <= z=2 modT. O

Bemerkung:
o 0(%) + (%) +p(=42) =0
e A= Hi<j(ei - 6j)2, wo €1 = @(%)762 = p(%)vefi = @(

o A # 0 ist dquivalent dazu, dass die Kurve Er keine singuldren Punkte (im Sinne
der algebraische Geometrie) besitzt.

w142rw2 )

5.7 C/ als Riemannsche Flache

Definition 5.15 (allgemeine Riemannsche Fliache). X heiffit Riemannsche Fldche,
falls gilt:
1. X ist zusammenhdngender topologischer Raum

2. Es existiert eine Familie von Karten A := {(t;,U;)},c;
(Karte: U C Xoffen,t; : U —  offene Teilmengen von C ), so dass

homdomorph
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5 Elliptische Funktionen

a) X =Uier Ui
b) Ist UiNU; # 0, soist t; o tj_l :t;(U;NU;) — t,(U; N U;) biholomorph.

Beispiel: 5.5. Beispiele fiir Riemannsche Fldchen:

o U C C offen ist Riemannsche Fliche, X = U, A= {(id,U)}
o C=CuU{c0},

tO:@\{oo}:(C%(C
teo : C\ {0} — C

1
Z— =
z

e X : C/r ist topologischer Raum, via » Quotiententopologie« (d.h. U C C/i heifit

offen. <= TI-Y(U) ist offen, dabei ist II die kanonische Projektion I : C —
Ch,z—z+T.

Sei d = min{\w| |wel w+# 0}, A = {(tz,Usz)}, 20 € C, wobei t,, = I}

ist, mit

d
HZO:{ZE(Cl |z—zo|<}—>H(VZO).
2 ——

U.
Vzo 0

II(V,,) ist offen, II ist surjektiv, ebenfalls injektiv, da d entsprechend gewdhlt
wurde (siehe Abbildung[5.7). )

C/r ist kompakte Riemannsche Fliche, da: C/p = 1(F) , F kompakt ist und 11
stetig ist.

, I
& U
t
S

Abbildung 5.7: Quotienten Abbildung 5.8: Holomorphiebegriff auf

Topologie Riemannschen Flachen

Definition 5.16. Seien X,Y Riemannsche Flichen und f : X — Y sei stetig.
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5.7 C/r als Riemannsche Fléche

e (siche[5.8) f heift holomorph, falls fir alle Karten (s,V) von'Y und (t,U)
von X gilt:

sofot! (jeweils eingeschrinkt auf die Definitionsbereiche)

ist holomorph.

e XY heiffen isomorph (bzw. biholomorph dquivalent), falls eine biholo-
morphe Abbildung f : X — Y existiert (d.h. eine holomorphe und bijektive
Abbildung X — Y, deren Umkehrung auch holomorph ist).

e Mer(X) := {f - X —)@lf holomorph }

Bemerkung: Mer(X) ist ein Korper.

Satz 5.19. Eine Abbildung f : C)p — C st holomorph, genau dann wenn f o
IT : C — C holomorph ist. Insbesondere definiert die Abbildung f + f oIl einen
Korperisomorphismus Mer(C/p) — EU(I") (siehe Abbildung .

no
. ¢ ---1h.g

z+T C/r

Abbildung 5.9: f — f o1l ist ein Korperisomorphismus

(Der Beweis ldsst sich aus den Definitionen folgern.)
Satz 5.20. Seien I', A C C Gitter. Dann sind C/p und C/A biholomorph dquivalent,
falls A = ul’ mit geeignetem p € C*.

Beweis. =: Das ist etwas tieferliegend, deswegen wird es hier nicht gezeigt.
< a:Cr — C/A,2+T — pu(2+T) = pz+ A ist wohldefiniert und biholomorph.
O

Satz 5.21. Ell(I") und Ell(A) sind isomorph als Korper, genau dann wenn A = ul’
mit geeigneten p € C*.

Beweis. =: Wie eben zu tiefliegend, um es hier zu beweisen.

<: o : Ell(A) — EU(T), f — f o« ist ein Isomorphismus von Koérpern. O
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5 Elliptische Funktionen

5.8 Variation des Gitters

Definition 5.17. Die Gitter ', A C C heiffen @hnlich (in Zeichen A ~ T'), falls
A = ul’ mit geeignetem p € C*.

Bemerkung: ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Satz 5.22. Fir T € h(= {7‘ € C|3r > O}) sei
L, =7Z17+7-1.
Die Abbildung
L:h— {F|FQC,FGitter} foa T — {MLTM c C*}

ist surjektiv.

Es gilt L(1) = L(7'), genau dann wenn es ein A € SL(2,Z) gibt mit

;o _aT+b _la b
T =Ar <_cr+d’A_[c dD'

Insbesondere induziert L eine Bijektion

SL(2, Z)\h = Gitter in C/, .
Orbits
Bemerkung: Man kann zeigen:
o Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0 ist isomorph zu C.

o Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 1 ist isomorph zu einem
C/r (schwierig). Daher definiert die Abbildung T — Aquivalenzklassen von (C/[,(T)
eine Bijektion

SL(2,Z)\[] =5 (kompakte Riemannsche Flichen vom Geschlecht 1)/Biholom0rphie'

Beweis. L ist surjektiv: Sei I' = Zw + Zwy. Dann ist T ~ Z& +Z -1 (= 5T) =

Z(~£1) 4+ Z- 1, aber 3(£) oder $(—£) > 0, dh. T~ Loy baw. T~ L.

w2 w2

Sei Lr ~ Ly, dhZ1t +7Z = u(Zr + 7Z), n € C*. Es folgt

/
()= () e [t dfesuamionn e stz

Es folgt 7/ = “TT/ = Z;ig = A1, wegen 37’ > 0 und 37/ = %, folgt ad — be > 0,

dh. A€ SL(2,7Z).

Die Schliisse sind umkehrbar und zeigen daher auch ,,<=* O
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5.8 Variation des Gitters

Definition 5.18.
= 7
p(7,2) = p(z, Z1 + Z)
L,
A(r), B(7) die Koeffizienten, so gewdhlt dass

2
(jzp(ﬂ z)) =4p(T,2)> + A(T)p(T, 2) + B(1).

a b

Satz 5.23. Fir G = [c d] € SL(2,Z) gilt:

Yer +d)7% = p(1, 2)

p(GT, ct+d
A(GT)(eT + d)_4 = A(1)

B(G7)(er +d)~% = B(7)

z 1 1 1 1
(G, er+d) = 5 + —— —
( c7'+d)( ) (et +d)? (c7+d)2 ’YGZ%'—‘,-Z(CT“FUZ_’Y)Q 2
770
1 ( 1 1 )
= 4 -

2t 2 \eceron G o
1 1 1
T seZ(ar+b)+Z(cr+d) VP

Eine Basis von () ist:

a b| (T . TV . . a b
[c d] <1> , also ist auch <1> eine Basis, da L d] € SL(2,Z)

Laurententwicklung von p um 2z = 0:

1
p(r,2) = = + a1l A(T)22 + aB(1)2* + ..., ¢1, ¢ = const, unabhingig von z, 7
z

= p(GT, Y(er 4 d) 2

(e +d)

S L AGT)— f eB(G)— &
(T +d)? = st a2 T(cr—l—d)4

(cT+d)? (CT d)
Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung fir A(G7) und B(GT). O
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5 Elliptische Funktionen

Bemerkung: In dem Gitter Zt + Z1 hat g die Periode 1, die typische Funktion mit
Periode 1 ist e*™*=¢. Fiir G := [§1] gilt Gt =7+ 1 = z. Nach obigem Satz

2miT

’ c7'+d
hat also p auch die Periode 1 bzgl. 7. Sei g :==e¢

Satz 5.24.

1 1
(27”)2@( 2) = %(qn/%lm —n/2¢— 1/2) 122 q% — g2

ne

Es gilt die Konvention £Y/2 = €2™%/2 fiir ¢ = (,q.

Beweis. Sei 7 fix, die Reihe konvergiert gleichméfig absolut auf kompakten Teilmen-
gen von C\ (Z7+7Z) (ohne Beweis). Die Reihe stellt eine in C\I" holomorphe Funktion
dar (sei ¢(z) die rechte Seite). Singularititen:

1 _ . 4'¢

Z :(qn/2<1/2 — g 20122 T (¢ — 1)?
Singularitat falls: ¢"¢ =1

<= 2mitn + 2wz € 2ML <— z € —nT+ 7

Hauptteil von ¢ bei 0:

1 1
(77—~ Asin®(niz))
. et —e F 2P 2 2t
(smh(a:):T—x—i-?-i-y-i- (l—i-y—i-y—i-...))
1 1

(27i)222(1 + O(22))  (2mi)222

Also ist on )2 ©(T,2) — 9(z) holomorph bei 0, also holomorph in allen v € Zvy + Z

(doppelt periodisch), also nach Liouville I konstant. Der Wert ist 0, da p(7,2) das
Konstantglied gleich 0 hat in der Laurententwicklung um 0, ebenso fiir $(z).

Konstantglied von (z) = Konstantglied von:
1 1

7 o5t +

(/2 = ¢-1/2)2 HEZX;L#O (q"/2 — qg—/2)2

1 1

1—-12

12 ( né;;ﬁ() (g2 = q_n/2)2>

2
. 1 1 .
Konstantglied von (M) + - 0 (siehe unten) O
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Korollar 5.4. Fir |¢| < min(|¢], [¢]

1
i) = an

+12@—a4§:m

Dabei ist o1(n) = 34, d.

Beweis.
1

1/2+Z

5.8 Variation des Gitters

1Y gilt:

n=1 \dn

(ND> q"
n=1

(}:CKCd+-C_%Q”>

@ Zka

(al/2 — q=1/2)2

. 1 S 1
Damit: 122 (qn/2 — q—n/2)2 - 27;1 (qn/2 _ q*n/2)2
n#0 -
oo 0o i
S 220D k" I
n=1k=1 l=1 k=l
~——
=o1(1)
> 1

1

- (@ —1)2al= <1da1—a_

Z (q/2C1/2 — g=—n/2(=1/2)2

nezZ,n#0

- ; (q/2¢1/2 — gmn/2¢—1/2)2

+—§: !

q—"/2C12 — qn/2¢—1/2)2

(a=q"Clal < 1,]g"¢| < 1, weil |g¢| <1, weil |g| < [¢”"| und

q"¢!

a=q

*1} <1, weil |q] < ’Cil‘ ist.)

nlkl

:ZQZZM“Z(J’ZM”“

I=1 k|l I=1 k|l

Definition 5.19. Die Zahlen B,, aus der Taylorentwicklung von

oo
B,
ZT ", |z| <2mxeC

heiffen Bernoulli Zahlen.
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5 Elliptische Funktionen

Bemerkung:

e Bestimmung der By,:

B, B

= (Z s )(e’”— )= (Z n?xn) (,ni i:)
—Z > <n' m'> |

m4n=I
m>1

= > (n, m,) 01,1

m—+n=l
m>1

Zusammen mit By = 1 lassen sich die B, rekursiv aus der letzten Zeile bestim-
men:

e B =0 fiir ungerades k > 3

Beweis.
1 B
Betrachte: exx_ 1 + 5% = Z TTT n ()
n#0
1 x
1 -1 1 T 1
linke Seite =  + px(e ) _ 73”(6 +1)
e? —1 2 er—1

Der letzte Bruch ist aber invariant unter x — —x, ist also eine gerade Funktion;
deswegen verschwinden die ungeraden Potenzen auf der rechten Seite von (x).

O
Lemma 5.3. -
coth £ 1 B
2 2k 2k—1
= — —|— €T
2 x kZ::l (2k)!
Beweis.
, , 1e?/2 4 emo/2 1 1
linke Seite = 76x/2 ey R + B
> Z "l v 1
n#l TL'
Dann folgt die Behauptung aus Definition [5.19 O
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5.8 Variation des Gitters

Lemma 5.4.
({1/2 — C*1/2)2 (27”')2 (ZQ E (221;! (2k — 1)(27(1)2]‘732]‘3—2)

Dabei ist ( = e*™z.

Beweis.
-1
1 B 1 11 sinh?(z/2) — cosh?(z/2)
(ev/2 —e=2/2)2 " 4sinh?(z/2) 2 2 sinh?(x/2)
= —coth(%) = = — 2k —1
dx cot (2) x? Z (Qk)!( o
Dann folgt die Behauptung mit = = 27iz. O
Definition 5.20.
or(n) = Z d"
dn
4k
Eop :=1— B72k: P 02k—1(n)qn
> 1
= —, Ri he (-Funkti
¢(s) Z — iemannsche (-Funktion

n=1
Bemerkung:
e By # 0 (siehe unten)
e Die Reihe Eyy, ist absolut konvergent: |q| < 1 und ooy < n2*
o Fh=1-24%">,01(n)q"
Satz 5.25.

1 0
Bs gilt p(1,2) = — + > _ 2(2k — 1)(2k) Eay (1) 2%+ 2
z
k=2
Ferner gilt

1
Farlr) = ( 2 (cr + d)”“)
oo (<31 see)
dabei ist G = [} ;] und die Formel gilt fir Eo mit k > 2.

Beweis. Zweimal Laurententwicklung von p um 0, dann Vergleich der Koeffizienten:

1 1 1
p(r2) =5+ > 5" 3
SRl e D
¥#0
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5 Elliptische Funktionen

Der (2k — 2)-te Koeffizient der Laurententwicklung um z = 0 ist:

(2k — 1)! 1 1
oo = (2k—1) 2k 1) S
(2k —2)! 76;4_2 2k m,En:eZ (mT + n) Z m%z (dmT + dn)?*
v#0 (m,n)#(0,0) ggT(m n)=1
1
=(2k-1)¢C2k2 Y
¢,d€Z,ggT(c, d):l(CT T d)
c>0/\(c 0=-d=1)
1
Betrachte Z m :

¢,d€Z,ggT(c,d)=1
¢>0A(c=0=-d=1)

o 1 1]\ a bl a v
wor (-] ). ol 9ol
.. a b .
fiir: al € SL(2,Z) mit ggT(c,d) =1
) 1 x* a bl a+*c b+ *xd
NR.: 0 1].[0 d]_ l c d ]

Andererseits: ist der (2k — 2)-te Koeffizient der Laurententwicklung von der rechten
Seite von:
1

(2mi)?

1 1
p(1,2) = Ry +>d(¢+ ¢ D" T
R , dn

I

II

B
— (2mi)%* 225 Teil T nach Lemma [5.4]

+ (27Ti)2k(2]€1_2)! > (2 dz;d%l) q" = —(2mi)*k g;’;! (2k — 1) Egp(7)

4. _ 1
Fazit: Eo(7) = ZGE( (£ [31])\sL2D) CTHT

Korollar 5.5. Es ist ((2k) = %(2(7”))% Bag-

Beispiel: 5.6. Die Berechnung von ( erfolgt mittels des Korollars. Es ist ((2) = T+

P

und ¢(4) = 90

Bemerkung:
e ((2k+ 1) ist bisher unbekannt

o (p(1,2))? = 4p(1,2)* = 20ap(r, z) — 28b = 4(p(7,2)")* — T Es(T)p(T, 2) —
T 27E6(7')
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6 Modulformen

6.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Definition 6.1.
Modulgruppe: T := SL(2,7Z) = {[‘é b] € SL(2,Z) | ad — be = 1}
obere Halbebene: b := {z eC | Sz > 0}

Operationen von T auf b: z2u A= [%%] €T und z € h sei Az = ZE2. Fs ist

cz+d”
o loz =2z (sogar 19z = z)
e A(Bz)=(AB)z
Spezielle Elemente von I
o S:=[V7], Sz ==1 (Spiegelung)
o T:=[}1], Tz = =L (Translation)
. ; Sz
Nach Beispiel [3.§ gilt: S(Az) = W7 beachte ad — cb = 1.
cz

Moduldreieck: Fundamentalbereich von by bzgl. I' (siehe Abbz’ldung

143 _ _2mi/3 __.
—5 - =€ / =:p

N

Abbildung 6.1: Fundamentalbereich von b.
1 gehort zu F, —% gehort nicht zu F.
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6 Modulformen

Bemerkung: S? = —1, (wobei 1o die 2 x 2 Einheitsmatriz bezeichnet), St =1,
ST =[95'), (ST = [ '], (ST = | 3 O] = 12, (ST)° = 1,
(S)| =4, [(ST)| =6, Si==L=i,(ST)p=p.

Satz 6.1. Fir ein z € F existiert ein A € I’ mit Az € F, dann ist Az = z. Es qilt

(£lo), z#1i,p
I‘Z(:{AEF|Az:z}): (SY, z=1
(ST), z=p

(T, ist der Stabilisator von z).

Beweis. Sei A=[20] el,Az€ F.

O.B.d.A. 3(Az) > 3(z) (sonst ersetze z durch Az und A durch A~!). Dann gilt
). Wegen ¢ € Z und

2
3 3
¢ <\2[> = <4) <322 =S(ez+d)? <|ez+d* <1

deR=3d=0

(links steht der kleinste Wert, den ¢2322? annehmen kann, fiir z = p). Es folgt 02% <1
mit ¢ € Z ist dann |¢| < 1:

Fall c=0: dann A=+ [}}] , Az=24+b=>b=0wegenb€Z,z=Az=z+beF
und wegen —% < R(z),R(z +b) < 3 folgt b =0, A = £1,.
Fall c = —1: ersetze A durch —A und gehe zum néchsten Fall.

Fall c = 1: dann ist |z + d| < 1, daher ist (mit 2 = x +iy und (z+d)? = (R(z + d))?)
(z4+d)? <|z+d <1,dh. |d—|z|<|z+d <1

dh. [d <14z <2, da|z| = |R(2)| und -1 < R(z) < L.
Also d = 0,1, und A = [¢,8,].
Unterfall: z = p: Fallunterscheidung fiir d:

Unter-Unterfall d = 0: dann: det A =1 = b= —1und Ap = a — %. Es

folgt a = +1 (sonst a — % ¢F). = A=, =(ST)>

Unter-Unterfall d = +£1: dann A = [297'] (sonst det A # 1) und dann

Ap:%al_l:a—p—il:a—i-p,daherfl:[?‘f]zST.

Unter-Unterfall d = —1: Unméglich, da R(p — 1) = —2, also
lcz+d|>2>1. Dap—1=cz+d.).
Unterfall z # p: dann 2+ (2 +d)? S |2 +d* <1, daher |d|—|z| < |z +d] < 3,
z#p
d.h. |d| < %—Hl" <lalsod=0.A= [, ]2|=|cz+d| <1, als0|z] = 1.
Az =a— = € F (mit |z| =1) impliziert a =0,z =i = A= 5. O

z
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6.2 Modulformen

Korollar 6.1. Es ist z € b Fizpunkt von T' (d.h. T, # {£12}), genau dann wenn
z = Ai oder z = Ap, fir ein A € T ist.

Satz 6.2. SL(2,Z) wird von S und T erzeugt.

Beweis. 1.) Esist G := (S;T) CT.

2.) Nehmen wir einmal an, wir hitten bereits gezeigt:
(%) Ist z € bh, dann existiert ein B € G mit Bz € F. Damit zeigen wir nun, dass
Ael = AeG gilt.

Wihle zp € F fix. Sei A € I', dann existiert B € G mit BAzp € F' (nach (xx)). Dann
folgt (voriger Satz) BAzy = 2y, daher BA € T',, C G daher A € B~!G = G.

(zu (#x): Sei A € G mit I(Az) = maximal. Wihle n € Z mit —1 < R(Az+n) < %

A

T Az

oder ST"Az € F. Dann T"Az € F: wire |T"Az| < 1, so S(ST"Az) = sS4
— |Az|

eG
J(T"Az) = 3(Az) im Widerspruch zur Maximalitét von J(Az). Also T"A(z) € F
oder T" Az €»dem gestrichelten Halbbogen in Abbildung[6.T«, der nicht zu F' gehort.
Dann ist aber ST" Az € »dem Teil der Bogens, der zu F' gehort «.) O

6.2 Modulformen

Definition 6.2. Sei k € Z: Fine schwache Modulform vom Gewicht k (aufT')
ist eine in h meromorphe Funktion f, so dass fiir alle A = [‘; S] el gilt:

f(Az)(cz +d) ™ = f(2).

Bemerkung: Statt I' betrachtet man oft auch andere Untergruppen, z.B.

To(l) := { lz Z] € SL(2,Z)|c=0 (mod l)} .

Satz 6.3. Sei f meromorph in . Dann ist f schwache Modulform vom Gewicht k,
genav dann wenn gilt

£(=3) = = 1) nd fz 1) = £

z

Beweis. Der Beweis folgt aus I' = (S,7") und dem folgenden Lemma. O
Lemma 6.1. Sei k € Z. Dann wird durch
(FleA) = f(A2)(cz +d) "

eine Rechts-Operation von I' auf Mer(b) erklart (d.h. (f|xl2) = f,((f|xA4)|xB) @
(fl(AB)) )
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6 Modulformen

Beweis. Beweis von (4): (+) ist dquivalent zu (cz+d) (dz+d') = 'z + d’, mit
A=[2%],B= {g,/ Z;] ,C = [‘éf,/ 2’,’,] (die Gleichung folgt durch Nachrechnen) O

Satz 6.4. Es gibt keine nichttrivialen schwachen Modulformen von ungeradem Ge-
wicht.

Beweis. Sei f vom Gewicht k auf T', dann gilt f(2) = f(—122)(—1)"% = f(2). Falls k
ungerade ist, so ist f = 0. O

Bemerkung: Die schwachen Modulformen vom Gewicht k bilden einen Vektorraum

uber C.

Bemerkung: Die Funktionalgleichung einer schwachen Modulform von geradem Ge-
wicht k kann man auch folgendermafen interpretieren:

A*f(2)(d2)F = f(A2)(dAz)M/?

. _ az+b alcz+d)—claz+b) 1
( mit dAz = d(cz—i-d) B (cz + d)? B (cz—l—d)de)
1
= f(AZ)de = f(Z)dZ

Dabei induziert A einen Operator A* auf Differentialformen.

Satz 6.5. Sei f eine schwache Modulform vom Gewicht k aufI'. Dann existiert eine
in D\ {0} meromorphe Funktion g, so dass f(z) = g(e*™*) z'stE|
2miz

Beweis. Mit g :=¢ ist

9(a) = f (1 log q>

21

mit irgendeinem Zweig des Logarithmus in einer Umgebung von ¢, g ist wohldefiniert,
denn f(z+n) = f(z)Vn € Z. O

Definition 6.3. FEine schwache Modulform vom Gewicht k heifst meromorph, falls g
meromorph auf D (d. h. zusdtzlich meromorph bei 0) ist. (Das heif$t f ist meromorph
bei ic0.)

Satz 6.6. Ist f meromorphe Modulform vom Gewicht k auf T', dann besitzt f eine
Entwicklung der Gestalt

o0
flz)= > ap(n)(e™)"
n=—N
Diese Reihe ist absolut konvergent.
Beweis. Die Entwicklung ist die Laurententwicklung von g bei 0. O

!Siehe auch die Definition von f in Serre, A Course in Arithmetic, Chapter VII, §2, Proposition 1.

70



6.2 Modulformen

Bemerkung: Ist f meromorphe Modulform vom Gewicht k, dann hat f nur endlich
viele Pole in F', dem Moduldreieck:ﬂ

Definition 6.4. Eine meromorphe Modulform heif$t holomorph bei ico, falls ar(n) =
0vVn <O0.

Definition 6.5. Finige wichtige Definitionen:
1. My (T') = die Menge aller holomorphen Modulformen vom Gewicht k auf T, die

auch bei ioco holomorph sind

z) f(A2)(cz+d)™F = f(2)VA € SL(2,7)
(Cl it) f besitzt eine absolut konvergente Entwicklung der Gestalt
f(z) = ano af(”)(€2mz)n

holomorph

=qf:h

Su(T) = {f € My (1) | as(0) = 0}
die Menge der Spitzenformen vom Gewicht k auf T
3. K(T') = Menge aller meromorphen Modulformen vom Gewicht 0
i) f(Az)=f(z)VA € SL(2,7Z)
= (¢ f meromorph auf b | i) f besitzt eine absolut konvergente Entwicklung der Gestalt
f(2) = Yps_n ag(n)e*™m?
Die Elemente von K (T') heiffen Modulfunktionen auf T’

Bemerkung:
o Mp(T'), Sk(T') sind Vektorrdume tber C , Si(T") ist ein Untervektorraum von
Mj,(T')
o K(I') ist sogar ein Korper
e (f,g9)— f-g definiert Abbildungen My (T') x M;(T') — Mj.(T)
Beispiel: 6.1. Einige Beispiele fiir Modulformen:
1.

oo
EQk—l—?%Zazk 1(n)q" € May(T') fiir k > 2

Es ist Eor(2) = ZAe( L)\SL2.2) 12| A hieraus erkennt man die Transforma-

tionsformel. Speziell zst
o Ey=1+24037%, 03(n)q" € My(T)
° E6—1—504Z 10'5( )qn€M6(P)

2. A =TI — 04 0(g) € Sia(T)
3. j =20 = ¢71 4 744+ O(g) € K(T)

2Siehe Serre, Chapter VII, §3, Theorem 3
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6 Modulformen

Bemerkung:
e Ei(p) =0, p=e*™/3 T, =(ST)

Ex(p) = Es(STp)(p+1)"* = Ea(p) ¢ >™/% = Eu(p) = 0
#1
o (i) =0
E(i) = Eg(Si)(i)™® = E(i)i® = Eg(i) = 0
e f(p)=0, falls f € My und k =2,4,8,10 mod 12
e f(i)=0, falls f € My und k =2,6,10 mod 12
6.3 Die Valenzformel

Satz 6.7 (Valenzformel). Sei f # 0 eine meromorphe Modulform vom Gewicht k
auf I'. Dann gilt:

1 1 k
Z ord, f + - ord; f + s ord, f +ordi f = —
2 3 12
zeF
2F4,p

(ng :=ordjee : f = Zzo:no ar(n)q",ar(ng) #0,q = ez o ¢ h)

Beweis. f = g(q) und g ist meromorph in |¢| < 1. Eine Konstante R sei so gewahlt,
dass f(z) fiir Sz > R keine weiteren Null- oder Polstellen mehr hat (siehe Abbil-

dung .

1
Es gilt: Z ord, f = —/ dlog(f)
. 210 Sy 4t
z€F,z%i,p (mod T) " 8
Denn es ist:
e mit T = [(1) H
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6.3 Die Valenzformel

8

Abbildung 6.2: Beweis der Valenzformel
Null- bzw. Polstellen auf dem Rand von 2, v4, 76 und ~g wird »ausgewichen«. vs3, s
und ;7 weichen den Punkten p,¢ und —% aus.
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6 Modulformen

1
1

27i

f = —ordje f

e Sei € der Radius der kleinen Kreisbogen 3 und v7:

1

1
o . dlog(f) — e g ord, f, das gleiche gilt fiir / dlog(f)

Y7
1 |
= ——ord
omi <L3+[y7> ot g ode ]

Der Bruch 1/6 kommt zustande, da es sich bei v3 bzw. 47, im Grenzwert, um
einen Sechstel-Kreis handelt.

e Sei € der Radius des kleinen Kreisbogens ~s:

1 1
M/%dlog(f) = iordif

Der Bruch 1/2 kommt zustande, da es sich bei 75, im Grenzwert, um einen
Halbkreis handelt.

e mit $=1[97] (2~ —1)und foS = f(2)z
dlog(f) = | o dlos() = - / dlog(f(S2) = — / (dlos() + dlog(:"))

k
also/ / dlog(z") (:/ —dz)
Y6 74 V4 7 Z

/ k k
2dy = =
e—>0 27i vy 2 12

Der Bruch k/12 kommt zustande, da es sich bei 74, im Grenzwert, um einen
Zwolftel-Kreis handelt.

6

Alles zusammengenommen beweist die Behauptung. O

Bemerkung:
o In dem Moduldreieck D existieren nur endlich viele Null- oder Polstellen von
f-
® > e\ ﬁ ord, f + ord; f

=k
—12
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6.4 Der Ring der Modulformen

Beispiel: 6.2. f = E4, in der Valenzformel stehen auf der linken Seite nur Terme
> 0 und rechts steht + 3, also

Ei(2)=0 < z=p.

Analog f = Eg, auf der linken Seite der Valenzformel sind aller Terme > 0, rechts
steht & 5, also
Es(2) =0 <— z=1.

6.4 Der Ring der Modulformen

Definition 6.6.

M, = M, (SL(2,Z)) := Y My, M, C Hol(b)
kEZ

:span{flElkGZ:fGMk}
heifit Ring der Modulformen auf T.

Bemerkung: M, ist ein Ring.

Satz 6.8. 1. My = {0} firk <0
2. My = C- 1y (konstante Funktionen)
8. dim My < oo fiir k >0

Beweis. 1. Anwendung der Valenzformel fir ein f € Mg, k <0, f # 0:

linke Seite > 0 = rechte Seite < 0, Widerspruch

2. Sei f € Mo,g := f— f(z0) -1 € My,zp € b, fix. Wire g # 0, so wére nach

Valenzformel:

linke Seite > 0 = rechte Seite, Widerspruch = g =20
—_———

mind. zg ist Nullstelle

3. Betrachte die Abbildung € : My — C", n fix, n > 5,

e: fr=(ap(0),ar(1),...,ap(n—1)),
€ ist ein Vektorraum Endomorphismus.
Behauptung: € ist injektiv:
Sei f € My,e(f) =0, ware f # 0, so folgt aus der Valenzformel:

k
linke Seite > n = rechte Seite = 12’ Widerspruch, also ist € injektiv [
N———————

100 ist n-fache Nullstelle
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6 Modulformen

Bemerkung: Interessant sind also nur My mit k > 0 und k gerade.

Satz 6.9.
e By(2) =0 <= z2=p=€>/3 modT
® Fg(2) =0 <= z=1i mod

Beweis. Siehe 0

Satz 6.10. MQZO,M4:(C‘E4,MGZ(C-Eﬁ,MSI(C-EZ,MM):(C'EZ;‘EG

Beweis. k = 2: Valenzformel: Sei f € M, wére f # 0:

linke Seite = 0 oder > % aber rechte Seite = %,

k=4: f € My, g :== f — f(ico) - E4 hat Nullstellen bei ico und p. Ware g # 0, so
wire nach Valenzformel:

linke Seite > % = % = rechte Seite, Widerspruch

k = 6: analog wie k = 4, nur mit ¢ statt p

Widerspruch

k =8: ist g € Mg, g # 0, so ist nach Valenzformel:
rechte Seite = %, also ord, g = 2, damit analog zu k = 4

k =10: sei g € My, g # 0, dann folgt mit der Valenzformel:

rechte Seite = %, also einzige Moglichkeit: linke Seite = % + % = ordgi =
ord gp = 1, analog zu k = 4. O

Satz 6.11. Mk(k} > 4) = Sk ® (CEk
(klar nach Def. von Sy)

Bemerkung:

e dim Mg =1, also Es = E?

16 & 0
Ei=1- B or()g (= 1+240) " a3(1)q")?
8 1=1 =1
D.h.¥1>1:c-o7(l) = 48003(1) + 240% 3"k, ko>0 03(k1)o3(ka)
k1 +ko=l
Modulo: o
ViZ1:) d'= > 1) &+> d
d|l ki1+ko=Il d‘kl d|k2

o In R® gibt es genau ein ganzes(d.h. v - v € Z) gerades(d.h. v1 - y2 € 27)
unimodulares (d.h. det(p;, pj)i<ij<s = 1 = pi1,...,ps ist Basis des Gitters)
Gitter, dieses heifft Eg

Om, =Y #{veBs|y-v=2}¢
=8
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6.4 Der Ring der Modulformen

Satz 6.12. Op, € Mg

(Beweis spater)

Folgerung: ©p, = B4, d.h. # {7 € By|y-y=211> 1} = 240075(1)

Satz 6.13. Die Formen Ef - Eg mit a,b > 0,4a + 6b = k bilden eine Basis fir M.

Lemma 6.2. A = E%;gg = q+ O(¢?) hat keine Nullstellen in b.

Beweis. Valenzformel: rechte Seite = 1, aber ord;oc A = 1, also keine weiteren Null-
stellen. O

des Satzes. Wir zeigen: jedes f € M schreibt sich als Polynom in E4, Eg (x). Das
folgt durch Induktion iiber k. Wir benutzen

X At My — Sky12,

(Multiplikation mit A) ist ein Vektorraum Isomorphismus. (Folgt aus dem Lemma.)

Die Behauptung (x) ist ok fir £ = 0,2,4,6,8,10 (sieche Satz .
Induktionsannahme: Die Behauptung ist ok fiir M; mit [ < k. Sei f € M}, dann ist
g = f —as(0)A4E¢ eine Spitzenform in Sk, wo 4a + 6b = k (Existenz solcher a,b
siehe unten).

Also % € Mj_15. Nach Induktionsannahme ist % ein Polynom in Fj, Fg, damit ist

f=a;()E{ES + A - Polynom in By, Eg O

3_g2
E4 EG
1728

Satz 6.14. E4, Eg sind algebraisch unabhdngig iber C, (d.h. es gibt kein Polynom
p € C[X,Y]| mit p#0, so dass p(E4, Eg) =0 ist).

Insbesondere sind die Formen E§-EY (mit 4a+6b = k und a,b > 0) linear unabhingig
iber C .

Folgerung: Die Abbildung
CIX,Y] — M,
p— p(E4, E)
ist eine Ring-Isomorphismus.

(Kern = {0} nach vorigem Satz, Surjektivitit nach dem Satz[6.13)

Insbesondere

My, = {p(E4aE6) |p=>+«XY" 4a+6b = k:} ,

denn C[X,Y] ist ein graduierter Ring C[X,Y]| = @y C[X, Y] ), wo C[X, Y]y =
Unterraum der homogenen Polynome vom Grad k ist, wobei die Graduierung so ge-
wdhlt wurde, dass deg(X) = 4,deg(Y) = 6 ist.
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6 Modulformen
Beweis. Annahme: Es existiert ein p € C[X,Y],p # 0 mit p(Ey, Eg) = 0, 0.B.d.A
habe p minimalen Grad (= XY /p).

Schreibe p =Y pp XY =Y > p XY
T,$ k>0 T8

- 4r+és:k

=P(k)
Dann ist schon pg)(Es, Bs) = 0 = p = py, fiir ein geeignetes kg. Denn 0 =
P(E4(Az), Eg(Az)) = Yps0 Py (Ba(2), E¢(2)) (cz + d) % (da ja py (Es, Es) € My,).

Fiir d — oo folgt p(x) (E4, Eg) — 0, betrachte némlich die rechte Seite bei fixem 2
und fixem c als Polynom in d. Dieses Polynom hat unendlich viele Nullstellen d:

* % 1 x * —%
A_<c d><_A<O 1>_<c c+da:)

Schreibe p= p(k'()) = ClEfo/4 + E CT,SEZEg + C2E§0/6.
dr+6s=kg
r,s>0

Wegen der Minimalitdt der Grade von p,) folgt ¢1 # 0 oder ca # 0. Fir z = i,p
folgt clEfo/ ‘4 czEgo/ % hat z = p, i als Nullstellen. Widerspruch! O

Lemma 6.3. Sei k gerade, dann gilt

#{(@b)]abeZ da+6b =k} = L%J Lo(k£2 mod 12).

Bemerkung: # {(a, b) | a,b e Z,4a + 6b = k} > 0 fiir k >0, k gerade und k # 2

Satz 6.15. Es ist dim M), = {%J +0(k #2 mod 12).

Beispiel: 6.3. My, Mg, Mg, Mg sind eindimensional, Basiselemente sind Ejy (=
Es = E},E19 = E4Es).

k \ 12 14 16 18 20 22 2/
Basis
von My | E3,E2 E3Es FEj},EsF2 E3Fs,E{ E} E:E? EjFs,E,E} ES E}E2 E§

My, = CEy 4+ S, Sp, = A - My_15, Spitzenformen sind stets Polynome in E4, Eg, A.
Bemerkung: Diese Basiselemente haben ganzzahlige Fourierkoeffizienten.

Beweis. (des Lemmas) Induktion iiber k: fiir £ < 10 stimmt die Behauptung. (Nach-
rechnen!) Induktionsannahme: die Behauptung stimme fiir [ gerade und [ < k.

a(k) = #{(a,b)|a,b € Z,4a + 6b = k |
Es gilt a(k) = a(k —12) + 1
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6.5 Ergdnzungen

Denn die Abbildung {(a,b) |4a + 6b = k — 12} — {(a,b) | 4a + 6b = k}, mit (a,b) —
(a, b+ 2) ist injektiv, es fehlt im Bild (a, b) mit 4a+6b =k und b = 0 oder b = 1, also
2a + 3b = % Es gibt genau eine Losung die fehlt, wéhle b mit g —2a = 3b mod 2,

dann ist ¢ = % (% — 3a>.

Also a(k) = a(k —12) 4+ 1

LA | k—12
= | 3 |+o(k—12#2 mod 12)+1
k
:{EJ 5(k#2 mod 12) O

6.5 Ergdnzungen

Lemma 6.4. Sei f holomorph auf by, periodisch mit Periode 1, f =14 O(q), dann
existieren Zahlen a(n), so dass f = [[°%,(1 — ¢™)*™ st (logarithmische Ableitung
anwenden).

Satz 6.16. (ohne Beweis)
ES _ E2 0
Al = 4 6 — 1— " 24
( T ) qnl;[l( q")

Bemerkung: Es gilt A(t) = >0, 7(n)q". Dabei ist T(n) die Ramanujan T-
Funktion. Die Lehmer Vermutung besagt 7(n) # OV n.

Definition 6.7. 1(2) := ¢"/?* T[>, (1—¢") heift Dedekindsche n Funktion (n** =
A).

Satz 6.17. (Folgerung aus dem vorigen Satz)
n(Az) = (cz + d)2e(A)n(2), €(A) = paa( 24. Einheitswurzeln)
(dabei wird als Wert der Wurzel, der Wert rechts der imagindren Achse genommen)

Bemerkung:

e 7 ist eine Modulform vom Gewicht %

. % = q_l/z4m = ¢ /25, p(D)q(l). Dabei ist p(l) die Anzahl der
Maéglichkeiten Tclzls Summel =11+ ...+ 1, mitly > 15> ... > 1, zu schreiben
(Partitionszahl).

Satz 6.18. Es ist ﬁ% = Fj.
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6 Modulformen

Beweis.

! A,—1—242 il —1—24§:nz nl
2mi A B 7

n=1 [>1

:1—24qu2n:E2 O

k=1 nlk

Folgerung: Sei A € SL(2,7Z):

1 A'(Az) 1 LA(Az)
2mi A(Az) 21 A(Az)
1 d [ A(z)(cz +d)*?
=gt (A(z)(cz n d)12>

10A(2)(cz + d)'? + A(2)(12¢(cz + d))

(cz +d)?

Ey(Az) =

1
= — d
27”,(CZ+ ) A(z)
6
= Ey(2)(cz +d)? + ;z(cz +d)
6c 1
d.h. E3]sA = E —_—
2l 2—i_m(cz:—i-d)
LN 1 Jez+df 1
3227 T S(A2) (cz+d)? - S(Az) (cz+d)?
_cz+d 1 2
S cz+d Sz eztd
21 2ic
_ e -
(2 2 e )t 5)

Satz 6.19. Sei E5(z) = Ea(z) + %(Z), dann gilt
E3|2A = E5 fir Ae SL(2,Z)

6.6 Der Korper der Modulfunktionen

Zur Erinnerung:

i) f(Az)=f(2)VA € SL(2,7Z)
K(T') =< f : b meromorph | ii) f besitzt eine Fourierentwicklung der Gestalt
f(z) = an—N Ubf(TL)@QWmZ

E31728
- I e 7~ g '+ 744 + O(q), j-Invariante, j € K(I')
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6.6 Der Kérper der Modulfunktionen

Satz 6.20. 1. j hat genau eine Nullstelle bei z = 627”'/3(: p) und genau eine

Polstelle bei ico. Es gilt j(i) = 1728.

2. j faktorisiert zu einer Bijektion:
jt sL2,7)\bU{ic} —C

Beweis. (1.) ist klar, zu (2.): Sei v € C, dann ist zu zeigen: (j —7) = 0 hat genau eine
Losung in dem Fundamentalbereich F': Anwendung der Valenzformel auf (j — ):

. 1 , 1 ,

> ord.,(j—7) + 5 0rdi(j =) + gordy(j —7) =1
20€EF
207pyi

Die einzigsten Moglichkeiten sind
> ord,, ord; ord,
1 0 0
0 2 0
0 0 3

, also jeweils genau eine Nullstelle in F'. O

Satz 6.21. Es ist K(I') = C(j), d.h. jede Modulfunktion auf SL(2,7) ist eine ratio-
nale Funktion in j.

Beweis. Sei f € K(T'), f # const, seien aq,...,a, die paarweise verschiedenen Null-
stellen und Polstellen von f, ohne Vielfachheiten aufgezéhlt, die von ¢ und p verschie-
den sind.

r

Setze g := [T (G = d(ap)*™r - (G = (@) (G = (o))" 72
p=1

(Beachte die Exponenten sind aus Z, nach Valenzformel)

Nach Valenzformel gilt: ord;o, g = ord; f, (denn f, g haben die gleichen Null- und
Polstellen mit den gleichen Vielfachheiten).

Also ist 5 holomorph in D als auch in 00, d.h. § € My, also = const nach fritherem
Satz. O

Bemerkung: Betrachtet man den Korper der Modulfunktionen auf T'o(l),l € Zso
und er heiffe etwa K(Ty(l)), dann gilt:

AJ : K(To(l)) = C(J) < 1 teilt »Ordnung der Monstergruppe «

Satz 6.22. Sei A,B € C, so dass 4z + Ax + B keine mehrfachen Nullstellen hat.
Dann existiert ein 7 € F und ein o € C*, so dass

4 ' X
4o + Az + B = 42° — (7T43E4(7')Ct4) x— <7r6;E6(T)046) : (%)
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6 Modulformen

Bemerkung:

1. p(z) = p(ZT +Z, z), dann

Clzr 2" (@) = 4 = (#5300 — (= 2B ) bulo: 120

21— (p(2), ¢ (2))

2. Folgerung aus Satz und Erinnerung: Zu A, B wie im Satz existiert ein Gitter L
(namlich L = a(Zt + 7)), so dass

C/, — {(m,y) €C2|y2:(*)}u[0:1:0]
z— (p(z, L), ¢'(2, L))

etne Bijektion ist.

Beispiel: 6.4.
Y =4 +2 < L=a(Zi+1Z)=aZli
v =423 +1 «— L=oa(Zp+7)=aZp

Folgerung: C/j, fitem, Jliche C/py = j(L) = j(L') (Dabei ist j(L) := J(%)

fir L =uwZ+ woZ, mit 3(2L) >0.)
Lemma 6.5. Seien a,b € C, so dass a4 27b% # 0,

A3 B a’
A3 +27B2 a3 + 27b2

Iv:A=~%,B=+% dquivalent zu
(Beachte Diskriminante(z3 + 4a+ 2) = — (A3 +27B?) # 0 nach Voraussetzung )

des Lemmas. =: Einsetzen und Nachrechnen
3
<«: Identitit ist dquivalent zu B%a3 = A3b%, d.h. (%) = (b> falls a,b # 0 (sonst
1 . = . A 1/4 . . 2 _ 12
eichte Ubung). Setze v := (;) (eine Wurzel wéhlen), dann ( b) =~ d.h.
% = 445 falls positiv: ok, sonst ersetze v durch iv. O

des Satzes. Gesucht sind 7, a mit

8
A=—-7'ZE —4 B=-7m°—FE -6
3 1(7T)a e 6(T)a
Eg(1)
4 6 L6\T
= — E =
Y Ey(T) Ve
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6.7 Thetareihen

Jetzt wird das Lemma angewendet: Fiir 7 € b ist

(—EBa(7))® + 27 (%;))2 = - (E4(T)3 — E6(7)2) = 1728A(7) # 0

Also suchen wir 7 mit

AP By ()
A3+ 27B2 ~ —1728A(7)  (1728)2

solch 7 € F existiert nach dem Satz O

6.7 Thetareihen

Sei L C R™ ein (vollstindiges) Gitter in R™ (d.h. L = Zay + ... + Zay, ai,...,a,

)

R-Basis des R™) und » -« sei das gewdhnliche Skalarprodukt: x -y =Y 1" T - yi

Definition 6.8. Das zu L duale Gitter L* sei
L := {yER”leEL:x-yEZ}.

Lemma 6.6. L* ist vollstindiges Gitter.

Beweis. Sei a,...,a; die zu ay,...,a, duale Basis, dann ist a; - a; = §; j. Existenz:
ai aj
. . 1zt ) .
A=|:|,dannist (A1) = | : | und dann ist L* = Za} + ... + Za}. O
an, ay,

Definition 6.9. ,
Or(z) = Y. € (dh Oy =Y ¢"1?)

zeLl zeLl
heifst Thetareihe zu L.

Lemma 6.7. Die Reihe konvergiert absolut gleichmdfig auf jeder Teilmenge von b,
der Gestalt Sz > R > 0. Insbesondere ist ©1, holomorph in §.

Beweis. x = x1a1 + ...+ zha, € R", dann

T-x= inaiajxj
12
t
§(ai-aj) < jen €
—_————
=G
Mit einer Gram-Matrix G zur Basis ai, ..., a, und § = (21, ..., 2,) Sei A := ming_,; EGEL,
es gilt A > 0.
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6 Modulformen
t
Bs gilt €G¢' = §G (§) € > 22 ¢ £ 0,6 e R™.

Z ‘eﬂ'iZCCQ _ Z ‘emszft _ Z e—TrR)\§2
z€L gezn

Eegm
n 00 n
= Z e TR’ =12 Z e TR < 00,
pEZ p=0
da e BN < 1. O
Definition 6.10.
ay
v(L) := |det
Gn,

heifit das Volumen von L .

Lemma 6.8. v(L) hdngt nicht von der speziellen Wahl der ay,. .., a, ab.

Beweis. Ist L = 7Zby + ...+ Zb,, dann ist

al b1
-7 ,
an, by,
wobei T' € GL(n,Z) ist. Wegen detT" = £1 folgt die Behauptung. O

Bemerkung:
dx

v(L) :/
{x1a1+...+xnan|0§$1,...,xn§1}
Poissonsche Summenformel

Sei [ eine Funktion mit »guten« Figenschaften auf R™, dann gilt

1 A
vl v(L) o7
dabei ist f = Jgn f(x)e™ 2™ Ydz (die Fourier Transformierte).

Bemerkung: ﬁ = U(Lil)mv(L*)l/2

, damit wird die Formel symmetrischer. Dies
wird angewendet auf g(x) = e=™ (z € R" x -z = 22t € Rsg)

Lemma 6.9. j(y) = tn%e_”%?f
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6.7 Thetareihen

Beweis.

itz —9miz-
e Ttx e 27rmydl,

n

,.\
<
S~—
I
%\

g

(quadrat. Ergdnzung) = / et/ gy =Ty
]Rn

(IR e—Tt(utiv/t)2 du)n

. _ i 2 rts2 Int.-weg verschieben 42
Es ist /e mt(utiv/t) du:/ e ™ dz EE /e T2
R Sz R

00 —lnrl
_ 172 /+ T gy — v T(5) ¥
—c0 t1/2

Satz 6.23.
OL(z) = m —2

(Dabei wird die Wurzel stets so gewdhlt, dass Rz > 0 bzw. z auf der imagindren Achse
liegt. )

Beweis. Beide Seiten sind holomorph in z € h,also geniigt es die Behauptung fiir
z =1it,t > 0 zu beweisen (Identititssatz). Fir z = it:

Or(z) =Y e ™ =3 g(x)

€L x€L
1
rechte Seite: = Z T/Qe_”/tyQ O
YEL* a— ——
=4(y)

Satz 6.24. Sei L ganz (d.h.Vx,y € L :x-y € Z) gerade (d.h. Vo € L : x> € 27)

ay
det l : H =1=L*"=L)n=0 mod 8 (ohne Beweis).

an

und unimodular (d.h.

Satz 6.25. O, € Mz (SL(2,Z)).

Beweis. Nach vorhergehendem Satz gilt:

1
@L(Z) = Z_n/2@L (_Z> ,d.h.@L’n/QS = @L
Ferner: O = Z (]:’32/2 = Z # {JJ € le2 = Qn} q°,
z€L n=0
daher O, T = O, und holomorph bei ico O

Definition 6.11. L, L' heiflen isomorph, falls L=c(L') fiir eine Isometrie o des R™
(0 €O0(n,R))
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6 Modulformen

Satz 6.26 (»Minkowski-Siegel Mass Formula«). Die Anzahl der Isomorphieklassen
der ganzen geraden unimodularen Gitter in R™ ist endlich. Es gilt

> . 21"‘3"/2‘n/lz[1|3 |
v .
Aut(D) (/2 AL 1P

L ganz,gerade unimod. in R™
modulo Isomorphie

n|8 16 24 32
|1 2 24 ca. 80 Mio.

Bemerkung: Diese Anzahl wichst sehr schnell:

Das (bis auf Isomorphie einzigste) ganze gerade unimodulare Gitter in Dimension 8

hez'ﬂt Eg.
Folgerung: O, € My daher O, = Ey.

#{x€E8|x2:2n} =240 "d®  (n>0)
din

Konstruktion von FEg:

Die Projektive Ebene iiber Fo: P2(Fo) = (F3\ {(0,0,0)}) /Fs hat 7 Punkte und 7
Geraden, jede Gerade hat 3 Punkte und jeder Punkt liegt auf genau 8 Geraden (siche

Abbildung .

Die Potenzmenge P(P%(Fy)) ist eine Gruppe bzgl. symmetrische Differenz A + B =
(A\B)U(B\ 4).

Definiere Hy := Menge aller Geraden U Menge aller Komplemente von Geraden
U {@,]P)2(F2)}. #H7 = 24
Als Ubung: Hy ist Untergruppe von P(P?(F2)).

Identifiziere Teilmengen A von P?*(Fy) mit Vektoren in F5, dazu werden die Punkte
Py, ..., P; nummeriert und eine Zuordnung, vermdge

{ Vektor hat 1 an Stelle, i  falls P, € A
Ar—
0 sonst

getroffen. Damit wird H; zu einem Untervektorraum von F3.

Setze Hg = {(:U,xl +.oday) €FS | = (21,...,77) € H7} C F§ (Hamming Co-
de der Lange 8)

Ubung: Hg ist selbstdual (d.h. H- = H) und doppelt gerade (d.h. jedes x € Hg hat
genau 0, 4 oder 8 Einsen).

Definition 6.12. By = 2 {x € 78|z mod 2 € Hg}
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6.7 Thetareihen

Ubung: Eg ist ein Gitter und hat folgende weitere Figenschaften:
e gerade (2% = 33 2?3 2?2 =0 mod 4, da Hs doppelt gerade ist)
2 2
e ganz (x-y=3(z+y? -4 - %

o unimodular (weil H' selbstdual ist)

Abbildung 6.3: Die Projektive Ebene mit 7 Punkten, der Kreis ist die siebte Gerade.

Ende!
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Ramanujan T-Funktion,
Funktionalgleichung
I'-Funktion,

ganz, 2
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holomorph
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@
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Satz
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