Seminaruber Knotentheorie —

Polynomiale Invarianten: Das Jones-Polynom

Lars Fischer

08.01.2003

Inhaltsverzeichnis

1

o O W >r

m

Klammer- und Jones-Polynom

1.1 DasKlammer-Polynom . . . . . . . . . . ...
1.2 DieWindungszahl. . . . .. .. ... ... .. .. .. ... ...
1.3 DasX-Polynom . . . . . .. .. .. ..

1.4 DasJones-Polynom . . . . . . . . .

Eine andere Sicht auf das Klammer-Polynom
Polynome alternierender Knoten

Die wichtigsten Knotenpolynome imUberblick

4.1 Alexander und Conway-Polynom . . . . . . .. .. .. ... ... ........
4.2 Jones und Kauffman-Polynom . . . .. ... ... .. ... ... ...,

4.3 HOMFLY-Polynom (1985) . . . . . . . . . . . . . o

Das Klammer-Polynom und die Reidemeister-Bewegungen
Die Hopf-Verschlingung

Die Windungszahl und die Reidemeisterbewegungen

Der Kleeblattknoten und sein Spiegelbild

Die Flechtrelation des Jones-Polynoms

Literatur

14

15

17

17



1 Klammer- und Jones-Polynom

1.1 Das Klammer-Polynom

Man legt die Bedingungen fest, die das KIammer-Ponridm) einer KnotenprojektioK erfullen
soll:

1. (O)=1
) {<x> = AQ()+B(=)
(NX)=A(=)+B0O()
3. (LUO)=C(L)
Man bestimmt die drei UnbekannténB,C so, dass das Klammer-Polynom unter den Reide-

meisterbewegungen invariant ist, also eine Knoteninvariante wird (siehe Anhang A) .
Mit diesem Regelsatz bIeil:(tK} invariant unter der zweiten und dritten Reidemeisterbewe-

gung:
1. {O)=1

, {<x> =AQ0+A (=)

(X)=A(=)+A00)

3. (LUQ) = (-A2—A2)(L)

Beispiel 1 Triviale Verschlingung

e von 2 Komponenten:
(OUO) = (A=A (O) = (-A-A7?)

e von n Komponenten:

(OU...UD) = (-A2—A 1

Beispiel 2 Hopf-Verschlingung: (siehe Anhang B)

SOPEES



Auswirkung der ersten Reidemeisterbewegung (siehe Anhang A) :

o (7Y ) =—A(—)
(73 ) =A%)

Das Klammer-Polynom ist keine Knoteninvariante, da es sich unter der ersten Reidemeisterbe-

wegungandert.
Ausweg: Die Projektion wird mit einer Orientierung versehen und es wirdtzlish die Win-

dungszahl betrachtet.

1.2 Die Windungszahl

Definition 1 Fur die Berechnung dewindungszahlwird jede Kreuzung der orientierten Pro-
jektion L, entweder mit-1 oder mit—1, versehen:

Y= =1

Die Windungszahl y.) ist die Summe der Zahlen in der Projektion.

Die Windungszahéndert sich unter der zweiten und dritten Reidemeisterbewegungen nicht, un-
ter der ersten Reidemeisterbewegu@mglert sich die Windungszahl u#al (siehe Anhang C)

1.3 Das X-Polynom

Mit dem Klammer-Polynom und der Windungszahl hat man die beiden Komponenten, mit de-
nen sich eine polynomiale Invariante einer Projektion eines Knotens oder einer Verschlingung
definieren &sst:

Definition 2 Das X-Polynom einer Projektion L eines Knotens oder einer Verschlingung wird
definiert als:
X(L) = (=A%) MO(L)

Da die zweite und dritte Reidemeisterbewegung, wcédie)r nochw(L) andernandern sie auch
nicht X(L).
Die Wirkung der ersten Reidemeisterbewegung:

L’::9©_> — =



X( ) _ ( AS) —w(L < > _ (_A3>7(W(L)+l)<|_/>
= (=AM (AN (L) = (=A% ME(L)
—_————
RM1lautl’
—X(L)

(Die anderen Blle entsprechend.)
AlsoistX(L) eine Invariante von Knoten und Verschlingungen,&sgt nicht von der Projektion,
sondern nur vom Knoten selber ab.

1.4 Das Jones-Polynom

Definition 3 Das Jones-Polynom V(LEiner Projektion L ergibt sich aus (X), indem man A
durch t°7 ersetzt:

(1984 von V. Jones vétifentlicht)

Beispiel 3 Jones-Polynom des Kleeblattknotens und seines Spiegelbildes (siehe Anhang D) :

Y% @ =—t4+t 34171 v @ = -t + 3+t

Eigenschaften des Jones-Polynoms:

¢ alle Primknoten mit 10 oder weniger Kreuzungen haben unterschiedliches Jones-Polynom
und sind deswegen unterschiedlich

e Das Jones-Polynom éiift eine eigene Flechtrelation (siehe Anhang E) :
N v
+_/ L_:/\ und LO:> (
gilt V(L) —tV(L )= (t2 —t 2)V(L,)

Offene Fragen:

e Gibt es einen nichttrivialen Knoten, dessen Jones-Polynom 1 ist?



Abbildung 1: A-B Aufteilung der Kreuzungen

2 Eine andere Sicht auf das Klammer-Polynom

Nun geht es um eine andere Sichtweise auf das Klammer-Polynom. Die Reggstt 2ich auf
folgende Weise interpretieren: An einer Kreuzung treffen 4 Gebiete aufeinander, diese werden
nun mit A und B markiert. Mit A werden die beiden Gebiete markiert, die bei Drehung der
Uberkreuzung, gegen den Uhrzeigersitiberstrichen werden (siehe Abbildung 1). Durch An-
wendung der Regel 2 wird eine Kreuzung auf zwei verschiedene Weisen aufgespalten, einerseits
offnet die A-Aufspaltung die Verbindung zwischen den beiden A-Gebieten, anderérfeds

die B-Aufspaltung die Verbindung zwischen den beiden B-Gebieten (siehe Abbildung 2).

2R = i

Abbildung 2: A-B Aufteilung an einer Kreuzung und A- bzw. B-Aufspaltung

Ist eine Projektion von einer Verschlinguhgnit n Kreuzungen gegeben, dann kann man durch
Anwendung von Regel 2 an einer Kreuzung das Klammer-Polynoni\durch die Klammer-
Polynome vori; undL, berechnen, die beide eine Kreuzung weniger haben. Wendet man Regel
2 erneut jeweils auf, undL, an, so gelangt man zu 4 Verschlingungen, dieahe2 Kreuzun-

gen haben. Dieses Verfahraisst sich forifihren, bis man das Klammer-Polynom vodlarge-

stellt hat, als Summigber 2' Klammer-Polynome von Verschlingungen, die alle keine Kreuzung
mehr haben. Jede d€lt Zerschlingungen entspricht einer Auswahl von A- oder B-Aufteilung an
jeder Kreuzung. Eine solche Auswahl hefiRistand. Das Klammer-Polynom vob berechnet



sich dann aus allen"2ndglichen Zusinden: Se§ ein Zustand, der die Projektion vanin die
ProjektionL; uberfihrt (§ beschreibt also,lir jede Kreuzung voih, ob man sichiir eine A-
oder B-Aufspaltung entschieden hat). Dann bestelus einer Menge sich nicht schneidender
geschlossener Kurven. Es bezeich®edie Anzahl dieser Kurven.

Aus Beispiel 1 folgt, dass das Klammer-Polyndiy ) = (—A? — A=2)ISI"1 ist.

Der Koeffizient dieses Terms ergibt sich aus der Anza§l) der A-Aufteilungen und der Anzahl
b(S) der B-Aufteilungen vor§: der Faktor vor(L; ) ist alsoA3S) A=P(S),

Das Klammer-PolynondL ) ergibt sich nun als Summiger alle ZusindeS:

2n
(L) = ZAa(S)A—b(S)(_AZ_A—2)|S—1
=

SICIESICIIOIE

151 =3 il=2 I5=2 8=z l§l=1 5l=1 151=1 |5] =2

Abbildung 3: Die mgl. Zusinde bei einem Kleeblattknoten

3 Polynome alternierender Knoten

Ein alternierender Knoten ist ein Knoten, bei dem ditifer- und Unterkreuzungen abwechseln,
wenn man die Knotenprojektion in einer festen Richtungawufil

Eine alternierende Knotenprojektion heiBtluziert, wenn es keine uriitigen Kreuzungen, wie

in Abbildung 4 gibt.

Nichtreduzierte alternierende Knotenprojektionen lassen sich immer zu einer reduzierten alter-
nierenden Knotenprojektion vereinfachen, dabei verringert sich die Anzahl der Kreuzungen.

Ist die Knotenprojektion bereits reduziert, findet man keine offensichtlichgli®hkeit die Kreu-
zungszahl zu verringern. Diesitirte im vorletzten Jahrhundert zu zwei Vermutungen, die erst
1986 bewiesen werden konnten:

Vermutung 1 Zwei reduzierte alternierende Knotenprojektionen desselben Knotens haben die-
selbe Anzahl von Kreuzungen.

Vermutung 2 Die Anzahl der Kreuzungen einer reduzierten alternierenden Knotenprojektion ist
gleich dem Minimum der Anzahl aller in irgendeiner Knotenprojektion auftretenden Kreuzungen.



O

c/@“é/

Abbildung 4: Nichtreduzierte alternierende Knotenprojektionen
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Beide Vermutungen konnten erst durch die neuen Polynome gezeigt werden. Als Folgerung aus
beiden &sst sich die Selbstschnittzahl eines alternierenden Knotens einfach aus einer reduzierten
alternierenden Projektion bestimmen. Das Minimum der Kreuzungen (die Selbstschnittzahl der
Knotens) tritt ein einer reduzierten Knotenprojektion auf.

Beweisskizze zur ersten Vermutung:

Definition 4 Die Hohedes Klammer-Polynoms ist die Differenz desfgfen und des niedrigsten
Exponenten.

Die Hohe des Klammer-Polynoms ist eine Knoteninvariante, obwohl das Polynom selber keine
ist: Das Klammer-Polynom ist invariant unter der zweiten und dritten Reidemeisterbewegung.
Die erste Reidemeisterbewegung bewirkt eine Multiplikation Ait. Dadurchandert sich der
grof3te und der niedrigste Exponent je uff3, die Differenz bleibt invariant.

Die erste Vermutung folgt aus Hilfssatz:

Hilfssatz: Wenn K eine reduzierte alternierende Projektion mit n Kreuzungen ist, %@Md(( K >) =
an.

Wenn die erste Projektion Kreuzungen hat, so ist diedie des Klammer-Polynoms14Die
Hohe ist eine Invariante, damit hat die zweite Projektion ebenfalls digeRh, und nach dem
Hilfssatz auchh Kreuzungen(d

1983 bewies Menasco: Falls der zusammengesetzte KKg#, alternierend ist, so tritt er in

jeder alternierenden Projektion zusammengesetzt auf. D.h. es gibt immer eine geschlossene
Kurve , die die Projektion zweimal schneidet und die Faktorknétgmnd K, sind innerhalb

und aul3erhalb der Kurve alternierend (siehe Abbildung 5).

Mit der zweiten Vermutung und Menascos Ergebnis kann man zeigen:

Folgerung 1 Ist K, #K, ein alternierender Knoten, so gil{K;#K,) = c(K,) +¢c(K,).

Beweis:In einer reduzierten alternierenden Projektion ¥Q#K, tritt, nach Menascos Ergebnis,
K, auf. Dann liegt eine reduzierte alternierende Projektion Kpivor. Vermutung 2 sagt aus,
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Abbildung 5: Zusammengesetzter Knoten

dass die minimale Anzahl von Kreuzung in dieser Projektion Kgrvorliegt. Genauso liegt
die minimale Kreuzungszahlif K, vor. Da ebenfall&;#K, alternierend ist, liegt auchif den
zusammengesetzten Knoten die minimale Anzahl an Kreuzungen in dieser Projektion vor.
Folglich gilt:

C(K#Ky) = c(Ky) +c(Ky) )

Alternierende Knoten sind die erste Klasse von Knoténgfe (1) bewiesen werden konnte.
Offene Fragen

¢ Gibt es andere Knoten, die ihre Selbstschnittzahl in einem bestimmten Typ von Projektion
annehmen?

e Gibt es weitere Klassen von Knoteirfdie (1) gilt?



4 Die wichtigsten Knotenpolynome imUberblick

L e )

4.1 Alexander und Conway-Polynom
Alexander-Polynom (1928)

Urspringlich mittels kombinatorischer Methoden eingatt, konnte Conway 1969 zeigen, dass
sich das Alexander-Polynofi(K) mittels zweier Regeln berechneiskt:

1. AO) =1

2. A(L,)—A(L_)+(t2—t"2)A(Ly) =0
Bemerkung:
e es gibt nichttriviale Knotel mit A(K) =1 (z.BK = (—3,5, 7)-Brezel Knoten)

e das Alexander-Polynom unterscheidet einen Knoten nicht von seinem Spiegelbild

Conway-Polynom (1969)
Deis Conway-Polynom ergibt sich aus dem Alexander-Polynom durch die Subsiituiicﬁh% —
t72)

1. 0(O))=1

2. O(L.)—O(L_)+20(Ly) =0

Bemerkung: Das Conway-Polynom ist nur eine Variab&merung in dem Alexander-Polynom,
deswegen ist es weder besser noch schlechter im Unterscheiden von Knoten. Conway hat mit
seinem Polynom aber die Flechtrelatiam as Alexander-Polynom entdeckt und es damit einer
rekursiven Berechnung zagglich gemacht.

4.2 Jones und Kauffman-Polynom
Kauffman-Polynom
X(L) = (—A%)O(L)

Ersetzt marA durcht~# ertélt man das Jones-Polynom:



Jones-Polynom (1984)

Bemerkungen:

e es gibt verschiedene Knoten mit dem gleichen Jones-Polynom

e alle Primknoten mit 10 oder weniger Kreuzungen haben unterschiedliches Jones-Polynom

4.3 HOMFLY-Polynom (1985)
1. P(O))=1

2. IP(L,)+17*P(L_)+mP(Ly) =0

Bemerkungen:

e HOMFLY steht {ir: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish und Yetter; weitere Entde-
cker: Prztycki und Traczyk

¢ \erallgemeinerung:
— des Jones-Polynomé(t) = P(l =it~1,m=i(t"Z —t2))
1

— des Alexander-Polynom&(t) = P(l =i,m=i(t2 —t—%))

[ay

e es gibt verschiedene Knoten mit dem gleichen HOMFLY-Polynom
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A Das Klammer-Polynom und die Reidemeister-Bewegungen

In diesem Anhang geht es um die Bestimmung der KonstahterdC aus dem ersten Abschnitt
und darum, ob das Klammer-Polynom invariant unter den Reidemeister-Bewegungen ist.

e Die zweite Reidemeisterbewegung:

Lo )
{0}
o) ()=l =)
(A2+BZ+ABC< > + (BA) <> <>
D0
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e Die dritte Reidemeisterbewegung:

el )
el ) L)

N
N

N

7N
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B Die Hopf-Verschlingung

Ein erstes Beispielliir die Berechnung des Klammer-Polynoms:

<@>-A<@D> @)
wal GO Jer{ D )
o (D Yw( (D))

=A?(—A2 A ) L 1IH 1A (AP AP
—_pA_p4

Im Abschnitt Uber den Kleeblattknoten wird auch das Klammer-Polynom des Spiegelbildes

@) @ e QD )
A @ Yol 5D )
QD Y GO )

:(A2+A2)<Q U Q>+2<Q>
=A2(—AZ A AN A 42
—_AA_AH
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C Die Windungszahl und die Reidemeisterbewegungen

¢ die dritte Reidemeisterbewegung:

N/ /
T - /X

N

Das Verschieben von einem Strazgdert nicht den Typ der beiden betroffenen Kreuzun-
gen, deswegen bleibt die Windungszahl gleich.

e Die zweite Reidemeisterbewegung:

Die Windungszah&ndert sich nicht.

e Die erste Reidemeisterbewegung:

Die Windungszah&ndert sich!

15



D Der Kleeblattknoten und sein Spiegelbild

Abbildung 6: Der Kleeblattknoten und sein Spiegelbild

Berechnung vonX(L,)

ol O ()

N e’
Hopf—Verschlingung

ZA(A< @ >+A1< @ >)+A1(—A4—A4)
:(Az(—AZ—A_2>—|—1) < % > _A3_A—5

=—A3(siehe weiter unten)

:(—A4)(—A3) _A3 _A—5 _ A7 _A3_A—5
Damit ergibt sichX(L,) = (—A%) =) (L, ) zu:

X(Ly) = (—A%) AT A3 A8) = —AIB L A2 L AT V(L) = —t At 3t
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Berechnung vonX(L,)

(O )= { D )

Hopf Verschlingung

oo ()l )

=—A" 3(snehe weiter unten)
(AP A AL A2(CA 2 AY(—ATY
—(—AP A A3 AT AS
= A A3 AT

Damit ergibt sichX(L,) = (—A%) =) (L, ) zu:
X(Ly) = (-A) AT -A A=A A2 A o V(L) = -t 13+t

Fazit Der Kleeblattknoten ist von seinem Spiegelbild verschieden!

Bei der Berechnung wurden diese beiden Zwischenergebnisse verwendet:

(&)~ (8)

=A(-A2-A )AL= A3

(){5) (3

=A+A L (—AZ_A?%)=_A3
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E Die Flechtrelation des Jones-Polynoms

PSRN

Berechnung der Jones-Polynome:

1

O O+t
)+t ()

V(L) =(—t74) @ e
V(L) :(_t—%)—(w(l-o)—l) (t~
V(Ly) =(~t~H)2L () ()

F] |

Damit;
)bt 1() (Y+t-1()) )
tV (L) =(—t %)L+ a (=) +13() () 3)

(2) - (3) liefert:

Insgesamt ergibt sicliuf das Jones-Polynom diese Flechtrelation:

V(L) — V(L) = (12 —t72)V (L)
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