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Teil 1.

Theoretische Grundlagen
Gewdohnlicher
Differentialgleichungen






1. Einfiihrung und theoretische Grundlagen
Gewdhnlicher Differentialgleichungen

Definition 1.1 FEine Gewohnlich Differentialgleichung (Abkirzung: GDGI) ist eine Glei-
chung in einer Funktion y, gewdéhnlichen Ableitungen von ihr und dem Argument von vy,

meistens x.

Sprechweisen:

Ist y Funktion von einer reellen Variablen , so hat man nur gewdhnliche Ableitungen und
man spricht von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Ist y hingegen Funktion mehrerer
reeller Variablen, so hat man partielle Ableitungen und man spricht von partiellen DGIn.

Hier geht es im Folgenden um Gewdhnliche Differentialgeleichungen!
Die allgemeine Form einer GDGI lautet:

F(x;y,y’,...,y(”)):(),nEN (1)
F ist hier eine Funktion in den n + 2 Variablen: x,y,1/,. .., y(").

Definition 1.2 Die DGin (1) heifst von der Ordnung n, wenn n die Ordnung der
héchsten Ableitung ist, die in (1) vorkommit.

Zu lésende Aufgabe:

Man ermittele die, auf einem vorgegebenem Intervall [a, b], a < b der z—Achse definierte,
n—mal diff-bare Funktion y, die (1) identisch erfiillt.

Sprechweisen
y erfiillt die DGI (1) auf [a, b] bzw. y ist die Losung der DGI (1) auf [a, b].

Definition 1.3 FEine DGI der Form

1. F(z,y,9/,...,y™) =0 heifit implizite

2.y = F(z,y,y,..., y(”_l)) heifit explizite

DGl der Ordnung n € N.



1. FEinfiihrung und Grundlagen

Beispiel: 1.1 1. ¢ = (/)% + 4xy + 1 ist explizit
2. e¥' —1—x2 = 0 ist implizit, aber zu iiberfithren in die explizite DGl 3/ = log(1+x2)

3.y +e¥ +y+x? =0 ist implizit und nicht zu iiberfithren

Verallgemeinerung der Aufgabenstellung:

Gesucht sind n Funktionen 1, ..., ¥y, die mit ihren ersten Ableitungen mehreren Glei-
chungen geniigen:

yll :fl(x>y17 s 7yn)
y:l :fn(x7y17 M 7yn)

Hierfiir wird nun eine kompaktere Schreibweise eingeiihrt:

Definition 1.4 FEs sei

—

y= (ylj...,yn)t fi=filx;y1, ... yn) fiiri=1,...,n
v =) F=fiss fa)h

Dann heifst ein System von DGln der Form y_7 = f(:c,gj) explizites DGIl-System erster
Ordnung.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen expliziten DGIn der Ordnung n

y™ = flzy,y, .y (2)

und Systemen von DGIn erster Ordnung

— —
/

v =[fl;9). (3)

Néamlich (2) l&dsst sich in ein dquivalentes System von DGIn erster Ordnung fiir n Funk-
tionen y1, ..., ¥y, iliberfiihren. Hierzu setze man:

y1(r) = y(x)

ya(z) =1 (= (x))

Yn(@) = Yo 4 (=y" V()

yn(@) = f(@3915- -, Yn) (= fl@y 9/ y™h)



Bezeichne (4) dieses obige Gleichungssystem.

Y2

<

—_
<
s

Mitgj’:: = | f= :
y y Yn
" f@syt, - yn)

S

—

liisst sich (4) schreiben als y/ = f(; 7). Offensichtlich ist (2) #quivalent zu (4) .

Anfangswertprobleme:

Fiir die Anwendung sind die sogenannten Anfangswertprobleme (Abkiirzung: AWP)
von Interesse, die zusétzlich von der Losungsfunktion einer DGI fordern, dass die n
gewohnl. Ableitungen von ihr an einer festen Stelle mit vorgegebenen Werten iiberein-
stimmen.

So ist das zu (2) gehorende AWP bei vorgegebenen a € R und vorgegebenen y, € R, k =
0,...,n — 1 zu formulieren als

(n) = ! (n—1)
Yy _f(x7y7y7”'7y )
(5){y(k)(a) =n k=0,....,n—1

Eine Funktion 16st das AWP (5) , wenn y die DGI (2) identisch erfiillt und y, %/, ...,y Y
an der Stelle a den Wert nq, ..., 7n,—1 annimmt.

Mit den vorhergehenden Uberlegungen folgt: (5) ist dquivalent mit dem AWP fiir das
System von n DGIn erster Ordnung (y; := y)

/
Y1 =Yy y1(a) =mno
y;’L—l = UYn ynfl(a) = Mn—2
Y, = f(@59, 91, Yn) Yn(a) = nn—1

Beispiel: 1.2 Solche AWP sind durch viele Anwendungen motiviert. Z.B.: Gesucht wird
eine harmonische Schwingung, d.h . eine Losung der DGL: ¢ 4+ w?y = 0 w # 0, die
an der Stelle x = 0 die Auslenkung 1 und die Anfangsgeschwindigkeit 0 besitzt, also
y(0) =1, % (0) =0 erfiillt



1. Einfiihrung und Grundlagen



2. DGIn n-ter Ordnung und Systeme von
DGIn erster Ordnung

2.1. Lineare DGIn erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Betrachte im Folgenden DGIn der Form:

Ly := Zaky(k) () =®(z) areR (1)
k=0

Ist ®(x) # 0, so heifit (1) homogene, andernfalls inhomogene DGln.

Definition 2.1 Auf [a,b],a < b seien n Funktionen y1,...,y, gegeben. Diese Funktio-
nen heiffen linear unabhingig auf [a, b, wenn aus

Z ciyi(r) =0 (2)
=1

Vo € [a,b] und ¢; € C stetscy = co = ... = ¢, = 0 folgt. Andernfalls heiffen diese
Funktionen linear abhéngig

n

Beispiel: 2.1 1. Die Funktionen 1,z,22,...,2" ! sind auf jedem Intervall linear un-

abhéngig.

2. Die Funktionen y; () = cos(wx) ya(z) = sin(wz) w # 0sind auf jedem Intervall
linear unabhéngig.

3. Die Funktionen yp(z) = eM* k= 1,...,n X\ # Aj fiilr ¢ # j sind linear unab-
hingig auf jedem Intervall. Denn aus c1e*? + ... + ¢,e*® = 0 folgt:

MM + .+ e e =0

cl)\?_le)‘lx + ...+ cn)\z_leA"x =0



2. DGIn n-ter Ordnung und Systeme von DGIn erster Ordnung

Die Determinante dieses homogenen linearen Gleichungssystems in ¢y, ..., ¢, ist

1 e 1

A Al s A

—1 -1

AV e AR

n
— e(>\1+---+>\n)1’ H ()\Z _ )\j)
i,j=1

Das ist die Vandermondsche Determinante. Wegen \; # \; fiir ¢ # j folgt A # 0.
Damit existiert nur die triviale Losung : ¢1 =...=¢, =0

Beweis: Beweis zu Punkt [2} y;(x) = coswz, ya(z) = sinwz und w # 0

€] COS WX +c9 sinwzx =0 |wsinwz
—cwsinwr +4cwcoswr =0 |coswz

Nach dem Addieren folgt: cow sin?(wz) + cow cos?(wz) = 0. Wegen cos?t + sin?t = 1 folgt
cow = 0 also ¢ = 0 und damit ¢; = 0. m

Betrachte zunéchst die zu (1) gehoérende homogene DGI
Ly=0 (3)

Definition 2.2 FEin System von linear unabhdingigen homogene Losungen yi, ..., yy der
homogenen DGl Ly = 0 heifit ein Fundamentalsystem.

Satz 2.1 Es sei X € C"[a,b] eine beliebige Losung von (3) . Weiter sei {y1,...,yn} ein
Fundamentalsystem der DGI. Dann ex eindeutig bestimmte Zahlen cy, ..., ¢, mit

n

y(e) = cryp()

k=1

d.h. ein Fundamentalsystem stellt eine Basis des n-dimensionalen Losungsraums der
homogen DGI. dar.

Satz 2.2 (Superpositionsprinzip) Es sei ® € Cla,b]. Weiter sei y eine beliebige Lo-

sung der DGL. Ly = ® und {y1,...,yn} ein Fundamentalsystm der zugehorigen homo-
genen DGl Ly = 0. Dann besitzt jede Losung der inhomogenen DGI. die Darstellung

n
y(@) =T+ > cvi(x) (4)
i=1
mit eindeutig bestimmten c¢q,...,¢c, € R

Definition 2.3 FEine Lisung der inhomogenen DGI. heifit Partikulire Lésung.



2.1. Lineare DGIn erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Ermittlung eines Fundamentalsystems der DGI Ly =0

Ansatz:
y(z) =eM A eC (5)

Wegen y(z)*) = \ker® folgt:

Ly = Z apy® (z) = Z b
k=0 k=0

n
=My X [E 0]
k=0

&
Pn(X)

Definition 2.4 P,(\) :=Y"}_, axA* heift charakteristisches Polynom

Es sei A € C mit P,(\) = 0, dann ist offensichtlich y(z) = . P, besitzt die n
paarweise verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A,. Es folgt {yx(z) = M k=1,..., n} ist
ein Fundamentalsystem. D.h. jede Losung y von Ly = 0 besitzt die Darstellung

n
y(x) = Z e
k=1

Beispiel: 2.2
y' =2y =3y =0

Es folgt Po(A\) = A2 — 2\ — 3 = (A + 1)(\ — 3) mit den Nullstellen \; = —1, Ay = 3. Das
Fundamentalsystem ist y;(z) = e~ %, yo(z) = €3*. Die allgemeine Losung ist

3x

y(r) = cre”™ + coe c1,c0 €R

Sei A\; Nullstelle von P,, mit der genauen Vielfachheit r > 2, d.h. P,(A) = (A=X1)"gn—r(A)
mit gn_,(\) £ 0. Bs gilt Py(\) = P.(\) =... =PI V() =0 und P (\) #0.
Behauptung: Die linear unabhéngigen Funktionen

M M

(7'71)6)\11
sind die Losungen der DGI. Ly = 0.

Denn: Sei y(x) = 2°e?® 0 < p<7r —1.

(Leibnizsche Regel: y® (z) = Zf:o (k) (zP) @ (eM=) (k=) )

i



2. DGIn n-ter Ordnung und Systeme von DGIn erster Ordnung

Fallunterscheidung: () (":

e 0<i<p:

e p+1<i<k:(2)=0= (9)ilaP~t wegen (9) =0 fiiri > p+1
(eklx)(k—i) — )\]16*1'6)\150

b= = o (35 () (2t

k=0 =0

Vertauschung der Summation: » ;_, Zf:o Qi = Y i D opei Wki

_ T = p p—1i = k ayk—i | —
e ;(» (;O‘kQ)Z'Al ) 0

P (\)

Weil P\”(A\1) = 0 fiir i = 0,1,...,p (0 < p <r— 1), da A; r-fache Nullstelle ist! Und
(’;) =0firi=p+1,...,n. Damit ist die Behauptung bewiesen. =

Satz 2.3 Das charakteristische Polynom P, (z) = >_}_, ayA¥, der homogenen DGI Ly =
0 besitze die Faktorzerlegung: P, (A) = an(A— A1) -...- (A= Ag)™ mit \; # \; fiir ¢ # j.
Dann bilden die folgenden n Funktionen

Az ri—1 _Aix
=€y, =axt et
Aoz ro—1_Mox
Yo1 =€ Yo, =2 e
AsT rs—1 _Asx
yS,lzesa"wyS,'f‘s:xs e’

ein Fundamentalsystem der DGl Ly = 0. Damit ist das Problem des Losens der DGI auf
das Finden von Nullstellen des charakteristischen Polynoms zuriickgefiihrt.

10



2.2. Ermittlung einer Losung der inhomogenen DGI

Beispiel: 2.3 3® + 794 + 40y®) 4 184y? 4 375y 4 225y = 0 das charakteristische
Polynom ist :
Ps(A) = A%+ 7TA* 4 40X3 4 18422 + 375\ 4 225
=N =25 (A +3)2(\+1) komplexeNullstelle!
= (A4 5i) (A —5) (A +3)2(A+ 1)

e ot 73T 1e73%e=) Die allgemei-

5 _

Das Fundamentalsystem ergibt sich damit zu {e™

ne Losung ist y(z) = c1e 7% +coe®® +(c3+acq)e 3 +cse ™, bzw. wegen cre” 0% +coe

c1(cos b +isin bx) +ca(cos 5br —isinbx) = (¢1 — ¢2) cos bx +1i(cy + ¢2) sin 5z kommt man
S—— ——

=7 =72
auf die »reelle Form«:

y(x) = 1 cos 5x + o sin 5 (cz + caz)e > + cse”

Einschub: Variation der Konstanten

Die Diskussion der Methode der »Variation der Konstanten« findet anhand eines Bei-
spiels statt:
Y =z — 2y

Die zugehorige homogene DGI ist ¢ = —2xy (der Fall y(x) = 0 ist eine Losung aber
nicht interessant, sei daher y(z) # 0). Es folgt mittels »Separation der Variablen:
.'132 ~>

L= —22~ (log(|yl)) = —22 ~ log|a| = —22 + -~ [y(z)| = e e

y(x) = ce ™ ceR beliebig (%)

Letzteres ist eine homogene Losung, die inhomogene wird mittels Variation der Konstanten
ermittelt: Sei dazu ¢ = ¢(z). Einsetzen in die DGl ¢/(z) = x — 2zy:

c’(:z:)eﬂ72 + c(x)efx2(—2$) =z — 2xc(x)efx2

22
Einsetzen in (*) fiihrt auf die allgemeine Losung der inhomogenen DGI y(z) = (% +

7)6_902 = % + fye_””2 (dabei ist % eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI).

2.2. Ermittlung einer L6sung der inhomogenen DGI Ly = ¢

Satz 2.4 (Variation der Konstanten) Gegeben sei die inhomogene DGL: Ly = ®. Es
seien ¢ ...,c, € Clla,b] und {y1,...,ys} ein Fundamentalsystem der zugehorigen DGI

11



2. DGIn n-ter Ordnung und Systeme von DGIn erster Ordnung

Ly = 0. Weiter gelte fiir = € [a, b]:

> l(@)yi(z) =0
k=1

Y di@)yi(z) =0

k=1

S @y @) =0
k=1

n . 1
Z cﬁc(a/:)y,(f 1)(33) = —®(z) (apist der hochste Koeffizient der DGl Ly = ®(x))
k=1

Qp

Dann ist die Funktion y(z) = >"}_; cx(z)yr(x) eine Losung der inhomogenen DGL.

Beispiel: 2.4 n = 2: y/ + w?y = 1 w # 0 w € R. (Unsere Bezeichnungen sind
hier: as = 1,a1 = 0,a9 = w?, ®(x) = 1.) Das charakteristische Polynom ist P,()\) =
A2 + w? = 0 mit den Nullstellen A\ = iw, Ao = —iw, also yi(z) = ¥ go(x) = e~ W=
bzw. in reeller Form: y; = coswz, 12 = sinwz.

Partikulérlosung:
/ ’ o
ciy1 +cay2 =0
/] /] :
c1y; +cys =1,  y1,y2 einsetzen:
¢ coswr + cysinwz = 0
— dwsinwr + chw coswr = 1
Das fiihrt auf chw sin® hw cos? wr = Iso ch(z) = = dami =
as fithrt auf chw sin®wx + chw cos” wr = coswr, also cy(x) = - coswz, damit ca(x) =
ﬁ sin wx + 5. Andererseits erhilt man durch Einsetzen von cs:
/ 1 . :
c1(z) weoswx + — coswr sinwz = 0|(durch coswx # 0 teilen)
w
/ 1. i
ci(x) = ——sinwzr und damit
w
1

c1(r) = —; coswry
w

12



2.2. Ermittlung einer Losung der inhomogenen DGI

Insgesamt:

c1(x)

7 ()
- 1 A 1 .
fy(x) = (2 coswx + fyl> coswx + <2 sinwx + ’)/2) Sin wx
w w

1 1 .
=— cos? wx + Y1 COSWT + — sin
w w

2wr + Yo sinwzx

2 + 1 coswx + Yo sSInwx

~~
partik. Lsg

homogene Lsg

Bemerkung:

Bei gewissen inhomogenen Anteilen ist es einfacher mit Hilfe eines speziellen Ansatzes |08.05.2003
zu einer Partikuldrlosung zu gelangen, z.B.: —®(x) = ¢g(x)e”®, ¢ € i, wobei ¢ ein
algebraisches Polynom vom Grad k € Ny ist.

Ansatz:
e p ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P,: y(z) = q(z)e’*, q € Il

e p ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P, mit der Vielfachheit m:
y(@) = q(@)e’”, q € Miym

(genauer :

— homogene Losung: y;, = (EO + ot Ay 4 5m_1xm*1) P

— allgemeiner Ansatz: 7, (z) = | o + ... + Gm-12™ L +amx™ + .. . + Appypr™ TEFE | err

—0 , da homogene Lsg
Das fiihrt auf den vereinfachten Ansatz:
Un(x) = (6m3:m +...+ Em+kxm+kxk+k> ef”
=z"q(x)e”, qelly
)

Beispiel: 2.5 " — 3y’ — 2y = 2z¢?*. Die homogene Gleichung 3" — ' — 2y = 0 hat das
charakteristische Polynom P,(\) = A2—\—2 = (A+1)(\—2) und die allgemeine Losung
yn(z) = c1e™® + cpe?®

Partikulirlosung: Aufgrund der Uberlegungen in der Bemerkung wird folgender Ansatz
(Resonanz) gewéhlt:

yp(2) = (o + ajzagr?)e®®

ape®® ist homogene Losung

= yp(z) = (qz + ozzch)eQ”‘

13



2. DGIn n-ter Ordnung und Systeme von DGIn erster Ordnung

Die Ableitungen der Ansatz-Funktion y,:

Yp(x) = (a1 4 2002 + 2002 + 20912) e
yg(az) = (202 4+ 201 + dagz + 201 + dasx + dagz + 40421‘2)6

= (4a1 + 203 + acyx + ax + 4a2x2)ezx

2x

Oben eingesetzt:

(4dag + 29 + 4 x 4 8ax + dasx? — oy — 2001 — 2001 — 20082 — 200 % — 2a2x2)e2‘” L 9pe2e

Nach Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich folgt: a; = —%, Qg = % und damit

yp(x) = (—%x + %:BQ)eQx. Die allgemeine Losung ist

2 1
y(r) =cre”™ + 6262z + (_§$ + gm2)62:1:

Bei anderem @, z.B. ®(z) = A coswz+B sinwz ist der Ansatz y,(z) = « coswz+fsinwz.
Es ist auch A = 0 oder B = 0 gestattet.

14



3. Lineare Systeme erster Ordnung

Gegeben sei das folgende lineare System
vi(@) =Y arpyk(@) + ()
k=1

ya(z) = Z az,kyk(z) + r2(2)
k=1

Uo(@) = > ap (@) + rale)
k=1

Bzw. in vektorieller Schreibweise mit

1 Y1 ail - Q1n 1

I
<y
I
N
I
!
I

Yn Yn ap1 "' Anmn Tn

erhélt man die kompakte Darstellung:

g =Ag+T (1)
Eventuell sind noch Anfangswerte zu beriicksichtigen: y;(a) = «;,7 = 1,...,n, kompak-
ter:
]
yla) = a =
Qp

Beispiel: 3.1 Linear homogenes System:

Y =yt y1(0)

1
2
Yy =Y1— Y2 y2(0) =0 2)

1. Methode: Uberfithrung von (2) in eine lineare DGI 2.-ter Ordnung und Losung dieser DGI.
mit den Methoden des vorigen Kapitels. Hierzu: Addition der beiden Gleichungen:
y; + y4 = 2y; Differentiation der ersten Gleichung: y] + y5 = y{, Einsetzen von

15



3. Lineare Systeme erster Ordnung

2. Methode:

Bzw.

yh = 2y — vy} fithrt auf y{ — 2y} = 0, das charakteristische Polynom ist P,(\) =
A2 —2 = 0 und das fithrt auf die Losung y;(x) = cle\/ﬁm + 026—\/2@' Damit ist
Yi(z) = V2c1e¥?® — \/2ce7 V2" Einsetzen fithrt auf yo(z) = (z) — p(z) =

(V2 — 1)616\/590 - (V2 + 1)026_‘/59”. Durch Einsetzen der Anfangswerte bestimmt
24v2 o, 22V2
1 — i

man die Konstanten: ¢; =

Direkte Methode (weiter hinten wird diese Methode allgemein behandelt): (2) vek-
toriell geschrieben:

R I NS

W= L o= () ©

Ansatz:

Eingesetzt in (3) :

A = [1 1 ] e

1 -1
I I S B
)\v—[l 1]1}

d. h. ¥ ist Eigenvektor zum Eigenwert A der Matrix B _11]

Ermittlung der Eigenwerte: =A-1DOA+1) -1

1-A 1
1 —1-A

)\2 —2= 0, )\1’2 = :|:\/§, also )\1 = \/i, /\2 = —ﬂ.

14.05.2003| FErmittlung der Eigenvektoren zu den Eigenwerten mittels:

A1

Il
S

Ao = —/2:

16

2() =4 ()

\@’Ulzvl—i-'vg = (1—\@)7)14-1)2:0
\@’U2:U1—vz < —(—1+\/§)vg+v1:0

Multiplikation der zweiten Gleichung mit (1—+/2) fiihrt auf (1—+/2)v1, vy, also sind
die beiden Gleichungen linear abhiingig. Eine Losung ist: vy = ¢1, va = (V2 — 1)¢;

In der gleichen Weise berechnet man die zweite Losung: v1 = ¢, vo = —(\/5 +1)co.



3.1. DGI-Systeme erster Ordnung mit variablen Koeffizienten

Die Losung des homogenen Systems ist also:

i =e (g ) e )™

Mit der Anfangsbedingung fiir x = 0:

@ - <(ﬁ - 1>2f(<32ﬂ+ 1>c2)

liefert die gleichen Ergebnisse, wie die erste Methode.

3.1. DGI-Systeme erster Ordnung mit variablen Koeffizienten

In diesem Abschnitt werden DGI-Systeme der folgenden Art betrachtet:

Y1 = 2per 01k(T)Yk(2) + 71(2)
Yy = D op—y G2,k (2)yk () 4+ 72(2)

: ; a;k, i € Cla,b] 1
o = S ank(2)u() + ra0)
Mit den Bezeichnungen
a1(x),...,a1,(2) r1(x)
A= () =
an1(x), ..., ann(z) rn(x)
148t sich das System (1) auf die Form
j' = Ay + T 2
bringen. Fiir das AWP erhélt man:
g'=Ag+7, glxo) = bo (3)

Satz 3.1 Das AWP (3) besitzt auf Cfa,b] genau eine Losung.

—

Beweis: Es kann gezeigt werden, dass f(x,y) := Ay + 7 einer Lippschitz Bedingung
bzgl. i geniigt. Dann folgt der Beweis aus einem spéteren Satz. [
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

3.1.1. Algebraische Theorie dieser Systeme

Das homogene System

y' = Ay (4)
Definition 3.1 Dien auf dem Intervall [a,b] definierten Vektorfunktionen 41 (z), ..., yn(z)
heiffen auf [a,b] linear abhingig, wenn es Skalare ci,. .., ¢y, gibt, mit > |cx| # 0, so

dass Y p_y ckye(x) = 0V € [a,b] gilt. Andernfalls heifen die Funktionen linear unab-
hingig.

Definition 3.2 n auf Cla,b] linear unabhingige Lisungen yi,...,y, des homogenen
Systems (4) heiffen ein Fundamentalsystem (Abkiirzung: FS).

Satz 3.2 Die Losungen des AWP

U’ = Ak,  Ur(wo) =€ = k-ter Einheitsvektor

O

bilden ein FS.

Beweis: Der vorige Satz sagt aus: Jedes AWP besitzt eine eindeutige Losung. Damit ist
(5) eindeutig losbar. Aus der Beziehung Y ,_; cryr(z) =0 Vz € [a,b] folgt fiir z = zo

C1
n n .
> eriie(ro) =D aréi= | e | = ¢
k=1 k=1 :
Cn
=0

folgt ¢1 = ... = ¢, =0, also sind die y(x) linear unabhéngig. n
Definition 3.3 Die Funktionen ii,...,y, mdgen Ldsungen des homogenen Systems

iy = Ay sein, dann heifit die n x n-Matriz

W (s, - Fn) = [T, - Un]

(die Vektoren 41, ..., Y, als Spalten der Matriz) Wronski-Matrix dieses Systems. Ana-
log heift die Determinante der Wronski-Matriz dann Wronski-Determinante.

18



3.1. DGI-Systeme erster Ordnung mit variablen Koeffizienten

Satz 3.3 Die Wronski Determinante eines Systems von n Losungen des DGI-Systems
y' = Ay ist auf [a,b] entweder identische 0 oder stets # 0. Im ersten Fall sind die
Losungen linear abhéngig, im zweiten Fall linear unabhéingig, bilden also ein FS.

Bemerkung:

® yi,...,Yyy seien Losungen des lineare DGI. mit konstanten Koeffizienten: Ly = 0.
Dann heifit die Matrix

2 Yn
i Yn
W(z;y1,...,Yn) i= .
y%n—l) . y'r(zn_l)

ebenfalls Wronski-Matrix zu Ly = 0

e Die Determinante ist nur an einer Stelle xy € [a, b] auszuwerten, da sie entweder auf
ganz [a, b] verschwindet, oder nirgendwo auf [a, b] verschwindet. Geschickte Wahl
von xg macht die Berechnung einfacher.

e Fiir die Matrix W bedeutet dies, W besitzt in jedem Punkt von [a, b] eine Inverse
W1, oder in keinem Punkt!

Satz 3.4 ¥,..., Y, seien ein FS von (4) und §* sei eine beliebige Losung, dann exis-
tieren eindeutig bestimmte Zahlen a, ..., a, mit §* =) axl.

Das inhomogene System

§ = AT+ T (7)

Es gilt wieder das Superpositionsprinzip: Die allgemeine Losung des inhomogenen Sys-
tems (7) setzt sich additiv aus der allgemeinen Losung des homogenen Systems und
einer beliebigen Losung des inhomogenen Systems zusammen.

e Essei #1,...,y, ein FS des homogenen Systems (Konstruktion im néchsten Kapi-
tel), dann besitzt die allgemeine Losung dieses Systems die Form:

In(x) = crdin(x) (8)
k=1

mit freien Konstanten cq,...,c,, die gegebenenfalls durch Anfangsbedingungen
festgelegt werden kénnen.
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

e Konstruktion einer beliebigen Lésung des inhomogenen Systems: W (z) = [y_'l . gj’n],
wobei 71, . . ., , dem obigen FS entstammen. Dann gilt 4, ' = Az} und damit spal-
tenweise interpretiert:

W (z) = AW (z)

Mit einer auf [a, b] diffbaren Funktion Z(z) machen wir den Ansatz (Variation der |15.05.20C
Konstanten):

y(z) = W(x)Z(z) Es folgt:
7' (x) = W (z)Z(z) + W(x)Z'(x)
= AW (2)Z(z) +W (2)Z' (2)
——

Hieraus folgt W (z)2'(x) = #(x) bzw. Z/(z) = W~(z)#(z) und damit

Interpretiert man 2(xg) als Vektor mit den freien Koeffizienten ¢y, ..., ¢,, so erhélt
man die Losung des inhomogenen Systems zu:

= W (o)) + W) | WL @it (9)

Bemerkung:

Die Erfiillung der Anfangsbedingung (Abkiirzung: ABn) ¢(z¢) = 4 fithrt in dieser
Darstellung der Losung auf §(xg) = W(zo)Z(z0) = %o-

| 2z 1 7y e
Y= 120 |Y7T |

= AG+ 7

Beispiel: 3.2 n =2

Zur Losung des zugehorigen homogenen Systems machen wir die Transformation: g(x) =
e, es wird §'(z) = €*” (7' (z) + 2z(z)), also

2

e” (0'(z) + 220(x)) = AGIQU(x) d.h.
7'(z) = (A - 22E)%(z) E Einheitsmatrix

[—01 (1)] ¥(e)
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3.1. DGI-Systeme erster Ordnung mit variablen Koeffizienten

Mit o = <21> folgt komponentenweise v} (z) = va(z), vh(x) = —v1(z)
2

= vf(z) = vh = —v1(x)

= v (z) +vi(z) =0

~ A+ 1=0 Ao =i
vi,1(z) =cosz, wvip=sinz
weiter vp,1(x) = v} = —sinz

v22(x) = ) 9 = cosx

bzw.: vy (z) = <_C(S)13nxx> , va(x) = <zg;i>

Losung des urspriinglichen Systems

g2 cosw g2 (sinx
nie) = (BT) )= (00)

Zugehorige Wronski Matrix:

cosx sinzx
—sinx cosz

2
W) = |
mit det(W(z,y1,y2)) = 612(0052 z + sin®z) = e’ >0

cosxr —sin m]

d.h. y1, 92 sind linear unabhiingig. Insbesondere ist W1 = e’ [ .
sinz  cosx

Damit ergibt sich die allgemeine Losung des inhomogenen Systems zu

. x . +2
. 2 | cosr sinx c _42 |cost —sint| [e
y=e" . b+ e 2 | dt
—sinx cosx Co 20 sint cost e
_ 63732 cosr sinzx c1 n sinx + cosx — sinxy — cos xq
- —sinxz cosx c2 —cosx + sinx + cos xg — sin xg
3.1.2. Konstruktion eines Fundamentalsystems

Einschub: Exponentialmatrix

Wie gesehen besitzt die homogenen DGL. erster Ordnung /() = a(z)y(x) die allgemeine
Losung y(x) = ce®® | wobei b(z) Stammfunktion von a ist:

Y (@) = b/ (2)"™) = y(a)a(x)
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

Gibt es eine Verallgemeinerung fiir das homogene System:
y'(z) = Az)y(z) (1)
Es sei B = (b; ;) eine (n x n)-Matrix. Fiir n > 1 gelte:

B* B BN
SN:E—FB—Fi-i-?—i-...-i—W
Schreibweise: B? := E insbesondere ||BY|| = ||E|| = 1, BP = (b%c)) Man kann zeigen der

Grenzwert limy_o. SV existiert. Er heifit Exponentialmatrix:

p=0 P

o 3 1] . 22~ 4 op= L 92m1 g
Beispiel: 3.3 n = 2, B = [1 3] mit Bf = (22p_1 _op-1 921 9p-1 fir p =
0,1,2,....

o oo 22p71lygp—l oo 2271_gpl
B z BP _ (szo p! Zp:O

_ - ! p!
€ — p' ZOO 22p—1_2p—1 Zoo 22p—1+2p—1

p=0 p=0 p! p=0 o!

B let 4 1e2 %64 — %62 - 162 e24+1 e2-1
T\get—3e? set43e?) 2 [e2-1 €241
Verifizierung fiir die erste Komponente:

2%l

oo
_ (2% 1 1,
i _QpZZO o2t Tt

Bemerkung:

Es ist im allgemeinen nicht einfach, die Potenzen von B zu bilden. Fiir konstante
Matrizen B empfiehlt sich oft das folgende Verfahren:

Man suche eine nichtsingulire Matrix 7 mit TBT~! = D (mit einer Diagonalmatrix D).
Das ist nicht immer mdoglich, aber stets fiir reelle symmetrische B. Dann wird

B=T"'DT
B? =T 'DTT7'DT = T7'D?T und allgemein
B = T~ 'DPT
Somit ist:
o0 o oo D oo D'D
B __ = -1 —1 =
oy B () —r ()
p=0 p=0 p=0
=T 1P
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3.2. Lineare DGI-Systeme mit konstanter Koeffizienten Matrix

es ist aber

3—A 1

. 31 L. ]
Beispiel: 3.4 B = [1 3} Eigenwerte von b: det 1 3\

'—(3—)\)2—1

B=XN2—-1=012-61+8=0
:>>\1,2:3:|:\/I
=X =4, X =2, also:

o[t}

Die Beziehung T'B = DT fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem fiir die Elemente

11 1|1 -1 o
von T. Es folgtT—[_1 1] und T' —2[1 1].Somlt wird

4
eB =11 [e O]T

0 e2
_ﬁ e2+1 e2-1
T2 le?—1 241

Satz 3.5 Essei B(z) eine Matrix von Stammfunktionen zu der auf [a, b] stetigen Matrix
A(z); d.h. B ist stetig diffbar auf [a, b] und es gilt B’(z) = A(z). Ferner gelte V x € [a, b] :
AB = BA, dann ist e® Wronski Matrix zu einem Fundamentalsystem des DGI-Systems:
—/ —
y' = Ay.

3.2. Lineare DGI-Systeme mit konstanter Koeffizienten Matrix

Gegeben sei das lineare System
g'=Ay+(z) (1)

mit konstanter (n x n)-Matrix A (Rang A = n) und 7= 7(z)

Ein FS ist gegeben durch die Spalten der Exponentialmatrix e*. Mit beliebigem Vektor
Z(z0) = (c1, . .., cn)t =: Cist die allgemeine Losung der inhomogenen DGI. gegeben durch
y(z) = W(x)Z(zo) + W(x) f;o WL(t)7(t)dt und hier insbesondere (e4?)~! = =4t
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

Jlx) = e + / " @A)t (2)
Gilt AB = BA? Ailfx/ = A;il = AAx
B
Betrachte das homogene System:
j'(x) = Aj(x) (3)
Fritherer Ansatz:
7(x) = 7 mit konstantem @ und A (4)

Es folgt §/(z) = Ae?¥ = Ajj = Ae’*7, also
(A= AE)T=0 (5)

Ist also A Eigenwert von A und sei ¥ der zugehorige Eigenvektor, so ist (z) = e ¥ eine

Losung des Systems (3) .

Satz 3.6 Es seien Aq,...,\, die nicht notwendigerweise verschiedenen Eigenwerte von
A. Exist ein vollstédndiges System von Eigenvektoren (d.h. ex. lineare unabhéngige EV
U1,y ..., Uy mit v; ist EV zu EW )\;), so bilden die Funktionen

gjk(x):e)‘wﬁk, k:zl,...,n
ein FS der DGI (3)
A1 habe z.B. die Vielfachheit 7 und dazu r linear unabhiingige EV ¢y, ..., : eM ), ..., eM 1,
2 -1 2
Beispiel: 3.5 1. §/'= Ay, mitA=|-1 2 -2
2 =2 5

Bestimmung der EW: det(A — AE) = (7 — \)(1 — A\?) liefert A\; =7 und Mg 3 =1
Bestimmung der EV:

A1 =T : Der Ansatz (A — M E)v = 0 fithrt auf v1 + 5vg + 2v3 = 0 A 209 + v3 = 0,
z.B.:vy =1 wvy3=-2, v =-1

—1

= yi(x) = el 1
-2
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3.2. Lineare DGI-Systeme mit konstanter Koeffizienten Matrix

A2,3: Der Ansatz: (A — MosE)W = 0 fithrt zu wy — we + 2wz = 0, zwel linear
unabhéngige Losungen sind:

1 3
adW=[1], w®@=|1
0 -1

Damit ergibt sich die allgemeine Losung zu :

1 3
y(x):cle”(—l 1 —2)+e"” co |1 +es| 1
0 -1
1 2 2
i'=|-2 2 ol7¢
0 —4 -3

Bestimmung der EW mittels charakt. Polynom —A3+3A—2 mit \; = —2, Aoz =1
Bestimmung der EV mit dem Ansatz (A — \;)9; = 0 fiihrt z.B. zu

2 2
_»1 = 1 = ]71 (l‘) 1 6_2x
—4 —4

Zu Ao 3 a8t sich nur ein linear unabhéngiger EV konstruieren:

—1 -1
w | —2 :>372(.%') -2
2 2

Betrachte deswegen: (A — A 3E)%w = 0. Dieser Ansatz fithrt auf 2 linear unabhiin-

2 3
gige Losungen: Wy = | 0 |, Wy = | -2
-1 0

Die Losungen ergeben sich zu:

1 .
A — \E) .
Yit1 = e E 7( ) wir?, i=1,2
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

i=1:
-2
(A+ E)w, = | —4
4
2 -2
= §o(z) = €* 0|+ (4=
-1 4
i=2:
—4
(A— E)wy, = | -8
8
3 —4
=ys(x)=e" | | 2|+ -8
0 8
Bemerkungen:

a) Wir erhalten mit diesem Ansatz tatsdchlich Losungen: z.B:

3 —4 —4
yh = e” -2+ |-8]xz+| -8
0 8 8
-1 —4
=e -10|+[-8]=x
8 8
) 1 2 2 3 —4
=|-2 2 0 [e€* -2 +1-8|=x
0 -4-3 0 8
-1 —4
= —10| + -8 ]|z ]|e® = y;isteine Losung
8 8

b) Es sind tatséichlich linear unabhéngige Losungen, hierzu berechnen wie die
Wronski Determinante an der Stelle 2y = O:

2 2 3

ly1(0), y2(0), y3(0)]=|1 0 =2
-4 -1 0

—16—-3—-4=9+#0
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3.2. Lineare DGI-Systeme mit konstanter Koeffizienten Matrix

Allgemeine homogene Losung ist:
J@)=c | 1 | e + coya(x) + cays(x)

Satz 3.7 Es sei A Eeigenwert von A mit der Vielfachheit & > 1. Dann besitzt das
Lineare Gleichungssystem (A — AE)*% = 0 k linear unabhingige Losungen 1, ..., U
und die linear unabhéngigen Funktionen

Az - (A B )‘E)]

i Gl i=1,...,k

geniigen dem System i’ = Ay. (U; zum EW X\ heift Hauptvektor)
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3. Lineare Systeme erster Ordnung

28



4. Existenz und Eindeutigkeit bei AWP

AWP:

Es sei f = f(z,y) gegeben auf einem Gebiet D der x,y-Ebene. Und es sei (§,1) € D.
Gesucht ist eine auf [a,b] diffbare Funktion y = y(x) mit

1. v = f(z,y) Va€la,b
2. y(§) =n

Beispiel: 4.1 Betrachte das AWP: ¢ =y +1—2z, y(0)=2.
Es kann gezeigt werden: die Kurvenschar y(x) = y + ce®, ¢ € R erfiillt die DGL. Aus

der Anfangsbedingung (Abkiirzung AB) y(0) =0+c-1 £ 2 bestimmt man ¢ = 2. Die
eindeutige Losung des AWP ist y(x) = x + 2¢*.

4.1. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Definition 4.1 Eine Menge L = {a,b,c,...} wird lineare Raum genannt, wenn in L
eine Addition und eine Multiplikation mit Skalaren definiert ist:

eVabeL:a+beL

e ac L ANeRC=MXacL

und es sind folgende Regeln erfiillt:

Regeln der Addition

I.a+(b+c)=(a+b)+c
2. a+b=b+a
8. 30:0+a=aVacl

4. YaeL:3—a:a+(—a)=0

29



4. Existenz und Eindeutigkeit bei AWP

Regeln der skalaren Multiplikation

1. Ma+b) =X a+ \b
2. A+ p)a = Aa+ pa
3. AMpa) = (Ap)a

4. la=a

Definition 4.2 Sei L ein linearer Raum, eine Funktion || -|| : L — R mit

1. [la]| >0 und ||a||=0<a=0
2. [ Aal = [A[ ]| af
3. [la+0b| <|a||l+|b] (Dreicksungleichung)

heifft Norm auf L und L heiffit dann normierter Raum.

04.06.2003
Folgerungen:
o [[fit o full AN+ fall

e Jede Norm induziert auf L einen Abstand Metrik vermége 6(f,g) :== || f —g||V f,g €
L mit
— 6(f.9) =0(g,f) >0fix f#g
—6(f,9)=0=f=yg

Ein Raum mit einer Metrik heifit metrischer Raum

Beispiel: 4.2 1. Der n-dimensionale Raum R":
ai
R":=<d|ld=] : |,ax €R

Qn

mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser skalarer Multiplikation.
(Analog: C")

Normierungen: z.b

e |lall; :=4/> a} (euklidische Norm)

e | ally:=>"|ak| (Betragssummen Norm)

e [lal5:

max |ag| (Betragsmaximums Norm)
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4.1. Funktionalanalytische Hilfsmittel

2. G C R™ sei ein kompakte Menge, C(G) ist die Menge aller auf G stetigen reellwer-
tigen Funktionen f = f(x1,...,z,) mit punktweiser Addition (f + g)(x) = f(z)+
g(x) und punktweiser skalarer Multiplikation (Af)(z) = Af(z). G ist ein linearer
Raum, z.B. mit der Tschebyscheff-Norm oder l-Norm || f|| := max,cq |f(z)]

Definition 4.3 Eine Folge (x1) C L konvergiert (nach der Norm) gegen ein Element
z, wenn |z — x| — 0. Analog Y 12z = <= H SN xp—x)| — 0

k—o0 N—o0
Definition 4.4 Fine Folge (xy) heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein N
gibt, mit || xp — x| < €eVYn,m >N

Bemerkung:

In Rund C konvergiert jede Cauchy-Folge, das ist in beliebigen linearen Riumen nicht
richtig.

Definition 4.5 FEin linearer normierter Raum M heif$t vollstédndig, wenn jede Cauchy-
Folge von Elementen aus M einen Grenzwert in M besitzt.

Definition 4.6 FEin linearer normierter vollstindiger Raum heifst Banachraum.

Beispiel: 4.3 e R" mit ||-||,, k=1,2,3 ist Banachraum.

e C(G) mit der Tschebyscheff Norm ist Banachraum.

Es seien E, F reelle (komplexe) normierte Raume. Weiter sei D C FE linearer Unterraum
von E und T : D — F eine Funktion. T heift Operator bzw fiir F' = {R} (oder C)
heit 7" Funktional.

Definition 4.7 Ein Operator T : D — F heif$t linear, falls
T(Ax+ py) = AT(z) + puT(y) Ya,y € D und VA, u € R(oder C)

Ein Operator T : D — F' heifit stetig in x € D, falls aus i, € D und xy, P x folgt
—00
T(xg) — T(z).

k—oo

Definition 4.8 Fin Operator T : D — F' geniigt in D einer Lippschitz Bedingung
(mit der Lippschitz-Konstanten L), wenn fir x,y € D gilt:

[Tz —Tyllp < L-[z—ylg

Bemerkung:

e Im Allgemeinen ist £ = F' und die Normen sind damit gleich
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4. Existenz und Eindeutigkeit bei AWP

e T geniigt einer Lippschitz Bedingung = T ist stetig, denn
ap — 2= 0<|[Te =Ty[| < L |z -yl
k—oo N——

—0
k—oo

Also || Tz — Tz|| — 0, d.h. Txp, — Tz fir k — oo.

Beispiel: 4.4 D =F =Cla,b],F=Rund T : D — FmitTf := f; f(t)dt, Tschebys-
cheff Norm:

e T ist lineare Funktional:
b b b
T +19) = [ (@) +ng®)it = A [ f(0dt+p [ gleras
=NT'f+ulyg

e T geniigt einer Lippschitz Bedingung mit L = (b —

b
!Tf—TgH:' - [ dtH H / (f - gdtH
b
< [ Nf=gldt=p-a)|f—gl
¢ =L

Satz 4.1 (Fixpunktsatz von Banach) Sei B ein Banachraum, () # D C B sei abge-
schlossen, T': D — D sei ein Operator und geniige einer Lippschitzbedingung mit einer
Konstanten 0 < L < 1 (T ist kontrahierend)

| Tz —Ty||<L|z—-y| Ve,ycDundO0<L<1 (3)

Dann besitzt T in D genau einen Fixpunkt z genau einen Fixpunkt Z (also ein z € D
mit TZ = )
Weiter konvergiert die Folge
x0€D, zp1=Txr, k=0,1,2,... (4)
gegen diesen Fixpunkt z. Es gilt die Fehlerabschitzung
k

1-L

17—l < 21 — o

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Annahme: es gebe 2 Punkte x,y € D mit x = Tx,y = Ty:
@)= llz—yl=Tz-Ty| < Lz -yl

mit 0 < L < 1 ist die Ungleichung nur richtig fiir ||z —y|| =0<=x =1y
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4.1. Funktionalanalytische Hilfsmittel

2.T : D — D bzw. T(D) C D, dh. aus x € D folgt z11 = Txy € D, also
(zr) €D

3. Konvergenz der Folge (z1): Es gilt
| onst —oell < TF o —woll, b =0,1,2,... (6)
Denn (Induktion):

k=0:|z —zo|| < L°|| &1 — z0]| ok
i1<k: ok i=k+1:

lokse = @il = | Toegs = Tall < L zpss —anll < LMy = ao|
Hiermit folgt fiir p € N:

| Trap — 2kl = || (Thg1 — k) + (Tha2 — Tg1) + o+ (Trpp — Thrp1) ||
<@gy — zell + -+ | Tty — Thg ]

< |21 — || (Lk FIMLL Ly Lk+ﬂ—1)
®)

=|lz1 —wo| L¥ (1 + L+...+ L)

Lk
1-L

o
wegen 0 < L <1: <LF ZLj |1 — x| = || z1 — o]
§=0

d.h. (xy) ist eine Cauchy-Folge, B ist ein Banachraum = (xj) konvergiert!

4. B Banachraum = (xj) besitzt den eindeutigen Grenzwert z € B. T ist aber Fix-
punkt von T:

x — Z -
ke Tz, — Tz
— = — =
_ T stetig _
T, — T Torgy — T

k—o00

alsoz =Tz

5. Aus (3.) folgt insbesondere ||zjip, —xi| < L* Z?;é LI |2y — x|, p — o0 :

_ ; _ k
Thtp — Ty Do L) — 7, also || 2 — 2| < £5 || 21 — 2o
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4. Existenz und Eindeutigkeit bei AWP

4.2. Der Existenz und Eindeutigkeitssatz

(Die Funktionen seien reellwertig.)

Betrachte das AWP:

y = f(z,y)
(1) E<z<¢&+a

y() =n

Satz 4.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz v. Picard Lindel6f) Die Funktion f =
f(x,y) sei in dem Streifen S : £ <z < &+ a,—00 < y < oo stetig und geniige in S einer
Lippschitzbedingung bzgl. y:

[f(@,y) = flz,g)| < Lly—gl, L=0 (2)

Dann besitzt das AWP (1) genau eine Losung y = y(z) auf [£,£ + al.
Beweis:

e [ unterliegt keiner Einschrinkung, z.B. 3/ = f(z,y) = 1+ 2z + 3y

|f(z,y) = flz,9)| =1+ 22+ 3y — 1 -2z - 37| = _ 3L,|y—y|

e ¢/ stetigin x = f(z,y) stetig in z. f(x,y) geniigt einer Lippschitzbedingung bzgl.
y = f stetig bzgl. y.

e Das AWP (1) ist dquivalent zu der Integralgleichung
va)=n+ [ (e )
3
Denn (3) = (1): Ableiten von (3) nach z
d
V@) =1 (n [ e rapwa)
- 1 z+h T
_nmﬁ%(A fwmmw—éfmmmﬁ)

—timn-op ([ stat0)ar)

1
MWS d. Int.-rechnung: = limhﬂoﬁhf(a,y(a)) mit < a(h) <z +h
ah afh) — z = f(z,y(x)

und y(€) =1+ [§ F(t,y(t))dt =n
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4.2. Der Existenz und Eindeutigkeitssatz

(1) — (3): Die DGL. in (1) integrieren iiber [¢, z]

Aquivalente Formulierung des Ausgangsproblems: [€,¢ + a] € R! kompakt, gezeigt:
C[¢, € + a] mit der Tschebyscheff Norm ist Banachraum.

Def. einen Operator: T : C[£,£ + a] — C[§,& + a] fir y € C[E€, € + a] vermoge

) =0+ /E *F ()t (4)

Bemerkung:

Es ist tatséchlich Ty € C[, € + al, denn

f ist stetig in ¢t und y C%Ch Y Behauptung.
T geniigt einer Lippschitz Bedingung

Ty(z) - Tx(a |—|n+/fty ) — /ftz dtl—l/fty £t 2(8))dt]
< (v — )L\y—Z! < ally — 7|

(5) <z<{+a
=J7 1dt

Fallunterscheidung

al <1: ;dh.a< % ~» mit dem Fixpunktsatz folgt die Behauptung

: definiere ein n € N, so dass b:= & < % ist. Nun greift in jedem Interval [£.£ +
} [E+D,6+20b],...,[6+ (n—1)b,{ +nb] der erste Fall und es folgt die Behauptung
fiir jedes e1nzelne Intervall.

h\
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4. Existenz und Eindeutigkeit bei AWP

Bemerkung:

Die Folge
vo&) = 13 Y (2) 1= 1 + /}E Fty(®)dt, k=0,1,2,... (6)

konvergiert gleichméBig gegen die Losung des AWP (1) : Das ist das Iterationsverfahren
von Picard-Lindel6f, das aber im Allgemeinen numerisch nicht sinnvoll ist.

Beispiel: 4.5 AWP: i/ = 2 — y,y(0) = 1, also insbesondere f(t,y) = ty
L yo(z) =1
2. y1(z) =n+ fg f(t,yo)dt =1+ foxtdt =1+ %2
3. ya(2) =1+ [Ttyr(D)dt =1+ [Tt +)dt=1+% 2
Satz 4.3 (Peano) Es sei f = f(z,y) in einem Gebiet D stetig, dann geht durch jeden

Punkt (£,7) € D mindestens eine Lsg der DGI. ¢/ = f(z,y). Jede Lsg lafit sich bis zum
Rand von D fortsetzen.

Diese Aussagen lassen sich sofort auf Systeme von DGI'n erster Ordnung verallgemei-
nern.: gegeben sei das AWP:

—

() = f(a, ) 9() =17 (7)
Es seien:
y1() v ()
y= ) g, -
Yn () Yn ()
) AN INAGLE
fnl, ) ¢ f; Yn(x)dx
Bemerkung:

(7) ist dann dquivalent mit
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4.2. Der Existenz und Eindeutigkeitssatz

Definition 4.9 Die Vektorfunktion f(:c,g') gentigt in D C R"! einer Lippschitz Bedin-
gung bzgl. § (mit der Konstanten L), wenn

—

Fla, ) — £, )| < 11— ol ¥ (2, 1), (o 50) € D

gilt.

Satz 4.4 Die Funktion f (z,7) sei in einem Gebiet D € R™"*! stetig und geniige in D
einer Lippschitz Bedingung bzgl. §. Dann besitzt fiir (§,7) € D das AWP

—

g'(@) = fla,9);9() =17 (9)
genau eine Losung

Satz 4.5 (Peano) Ist f(z,7) stetig in einem Gebiet D C R"*! und ist (¢,7) € D, so
besitzt das AWP (9) mindestens eine Losung in D.
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5. Numerische Behandlung von AWP

5.1. Einschrittverfahren

Wir betrachten im folgenden das AWP

/

Yy = f(ﬁ?,y),y(.%’o) =%Yo (1)

Bei Naherungsverfahren wird nicht versucht die Losungsfunktion analytisch zu approxi-
mieren. Es werden fiir eine vorgegebene Schrittweite h # 0 Ndherungswerte n; fiir die
exakten Werte yy := y(zx) an den Stellen x = z9 + kh, k=0,1,2,... berechnet.

Wir betrachten hier dquidistante Knoten. In der Praxis arbeitet man mit einer Schritt-
weitensteuerung: Hat man die Stiitzstellen xp und zpy1, so nimmt man ¢ := %
hinzu und berechnet y(zx) einmal mit der weiteren Stiitzstelle ¢ und einmal ohne diese.
Weichen die Werte zu stark von einander ab, so verkleinert man die Intervalllénge.

5.1.1. Euler Verfahren

(2){ o =Y
Mer1 =0k +hf(zr,me) k£=0,1,2,...

Geometrische Interpretation: Siehe auch Abbildung Es ist ¢¥/'(z)) = f(z,y(z))
die Steigung der exakten Losung y(z) im Punkt x. Fir A # 0 gilt ndherungsweise
W ~ ¢/ (z) und damit y(xz + h) ~ y(z) + hy'(z) = y(x) + hf(z,y(z)). Also
folgt mit xp = x¢ + kh und ny = yo fiir die Naherungswerte 7, der Werte y;, = y(xy) der
exakten Lésung an den dquidistanten Knoten zy:

n(xo +h) =n(z1) =m = no + hf(zo,n0)
n2 =m + hf(x1,m)
und damit allgemein: 711 = ng + hf(xg,nr) (Euler-Formel)

Beispiel: 5.1 Fiir 4/ = (z —y)?> +1, y(0) = —1 ergibt das Euler-Verfahren: 19 = o,
Mer1 = Nk + hf(xg,ne) fir £ = 0,1,2,... und mit h = %, 90 = 0,m0 = yo = —1 und
f(@r,me) = (x —m) + 1

41



5. Numerische Behandlung von AWP

Mo

Steigung: y;, 1Steigung: y}

|
|
|
|
|
Zo X1 T2

Abbildung 5.1.: Geometrische Interpretation des Euler-Verfahrens
Sei dazu y;, = f(zk, ).

k=0:
m = no + hf(xo,m0) =m0+ h ((xo — ) + 1)

_ 1 2 N

__1+Z((0+1> +1)_—2_ 0,5
k=1

— o+ hf(enn) = 0,5+ [ (141 “41) = =7 = 0, 10038
m=mn 1,M1) = ) 1 179 i ,

k=3:

-7 1 1 7 3825
= — 2 = — — — —_— = — =
ns—n2+h((:c2 72) +1) Tt <<2+64>+1> 6381 0,23346. ..

Die exakte Losung ist

() ?+r—1
)= —""—"—"—
4 z+1

mit y(3) = —0,55, y(3) = —0,166... und y(3) = —0,178... zeigt, dass h noch viel zu
grof3 war.

5.2. Das allgemeine Einschrittverfahren

ist gegeben durch die folgende Iterationsvorschrift:

(3){ o =%Yo
Ne+1 :nk_‘_hq)(xkankvh) k:071727"'

(Beim Euler-Verfahren ist ®(x,y, h) = f(z,y).)
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5.2. Das allgemeine Einschrittverfahren

Welche Eigenschaften mufl ® besitzen, damit das Verfahren konvergent ist?
Wir gehen aus von dem AWP

Z = f(t7 z): Z(x) =Y (4)

fiir ¢t € [a,b] und (z,y) € [a,b] x R.

Die Losung existiere und wir definieren

z(z+h)—z(x) h 7& 0

Ay h) = { y = ?(fcy) h=0

der Differenzenqoutient der exakten Losung z im Punkt x.

Definition 5.1 Die Grifle 7 = 7(x,y,h) = A(z,y,h) — ®(z,y,h) heifit der lokale
Diskretisierungsfehler des Verfahrens an der Stelle (z,vy).

Bemerkung:

e fiir ein sinnvolles Verfahren wird man fordern
lim 7(z h)=0 )
hl 0 ( 'Y, ) ( )

e O sei stetig in h (i. allg. erfiillt), dann ist wegen limy,_o A(x,y,h) = f(x,y) Glei-
chung (5) #dquivalent mit der »Konsistenzbedingungz«

(I)(l‘,y,()) = f(x,y) (6)
Definition 5.2 Die Gdfse
e = e(w, h) = n(z, h) — y(x)

heifst globaler Diskretisierungsfehler an der Stelle (x,y).

Bemerkung:

z fest und h — 0 mit h € Hy := {¥2|n=1,2,...}, also n(z, h) und damit e(z, h)
nur definiert fir h € H,.

Definition 5.3 FEin Einschrittverfahren (EV ) heiffit konvergent, falls

lim e(z,hy) =0, hy:= r—%

n— oo n

fiir alle © € [a,b] und alle f, welche die Voraussetzungen des Existenz- und Findeutig-
keitssatzes erfiillen.
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5. Numerische Behandlung von AWP

Lemma 5.1 Es seien & € C,k = 0,1,2,... mit |§p1| < (1 4+ 6)[&k| + ¢ fiir alle k =
0,1,2,..., 6>0 und c¢>0.Dann gilt fir n € N:

e — 1

J

[€n] < €™1E0| + c

Beweis: Nach Voraussetzung ist

1€1] < (1+6)|6o] +c
l€o] < (1 48)|é1] +c< (A48 &+ (1 +0)c+c

und damit allgemein

[6n] < (140)"ol + (1+(1+0)+...+(1+8)" e

Die geometrische Reihe hat den Wert % und es gilt 0 < 1+ < €° ( die ersten
beiden Glieder der Taylorentwicklung, die nur positive Werte hat). Damit folgt schlief3-
lich:

nd _ 1

J

e

€] < €™€o] + c

Satz 5.1 Die Funktion ®(z,y, h) sei fiir hg > 0 stetig in allen drei Variablen auf

{(l‘,y,h) I (:I"ay) €B,0< h < ho},WObeiCL,b > 0und B := {(l’,y) € Rl |$0 —l’| < a, |y0 - y‘ < b}
und es existiert eine Konstante L mit |®(x, g, h)—P(x,y,h)| < L|g—y| ¥V (z, 9, h), (x,y, h) €

B. Dann ist die Konsistenzbedingung

‘I)(.%',y,()) :f(x,y) (6)

notwendig und hinreichend fiir die globale Konvergenz von (3).

Beweis: Setze g(z,y) := ®(x,y,0). Dann erfiillt g nach Voraussetzung alle Vorausset-
zungen des Existenz- und Eindeutigkeitsatzes. Also existiert zu yg € R eine eindeutige
Losung des AWP:

z/:g(x,z), Z(O):yo

Betrachte nun die Iterationsfolge zu diesem Problem:
20 = Y0, 2k+1 = 2k + h®(xg, 2k, h), fir k=0,1,2,... und z% € [a,b) (7)
Mit z11 = xx + h folgt aus z(xgy1) = 2(xk) + hA(zg, 2(xk), h):

21 — 2(Tke1) = 2k — 2(Tk) + h(@(a?k, 2k, h) — Az, z(zg), h))

Bzw: (8) exy1 =exr+ h(@(:vk, 2k, h) — Az, z(xg), h))
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5.2. Das allgemeine Einschrittverfahren

Fiir den Ausdruck in der Klammer gilt:

() = (@20 k) = @, 2(2i), b)
+ ®(zp, 2(zk), h) — ®(21, 2(71), 0)
+ @y, 221, 0) = Ay, (i), )
Hierbei gilt
1. Mittelwertsatz:
2(@k41) — 2(2k)

Az, 2(xg), h) = - = 2/(x) + Vh) 0<d<1

= g(zk + Oh, z(z + V)

2. Betrachte T : {(z,y,2)|z € [a,b],y = z(x)0 < h < hy}. Offensichtlich ist T kom-
pakt. Wegen der Stetigkeit von & folgt:

(1) 1= max [®(z,2(x).h) — B, 2(2).0)| — 0

3. Setze a := marye(q ) |2(7)]. Wegen der Stetigkeit von g auf T* := {(x,y) |z € [a, 0], |y| < a}

folgt:
x(h) = max |g(z,2(x)) - g(x+ h,z(z + h))| — 0
z,z+h€a,b] h—0
0<h<h

4. Aufgrund unserer Voraussetzungen ist insbesondere
|z, 25, h) — P2k, 2(w), h)| < |2k — 2(2k)]
Damit folgt aus (8) (Dreiecksungleichung und (1) bis (4) ):
epsal < lepl +h(Lles| + €0+ x(h) )
~—— —~—~
(4) (2) Nebenrechnung
Nebenrechnung: ®(zy, z(xy),0) = g(zk, 2(zk))
A(zg, z(x), h) (?) g(zk, Oh, z(z, + Uh)) weiter geht noch (3) ein

Bzw.: |egt+1] < (11+hL)|eg|+h(E(R)+x(h)). Mit § = hL,c = h(§(h+x(h))) im Lemma,
so folgt unter Beriicksichtigung von ey = zg — z(z¢) = 0 und (k + 1)hL = (x — x0)L:

lekr1| <(1+hL)lex| + h(§(R) + x(h))
o(k+ 1)L

< e(k+1)hL |€0’ +

Lemma hL
—0

h(€(h) + x(h))

" " e(zfxo)L_l
= (€ + X T 0
T — X0

E+1

,k=0,10,2,.. } ,x € [a, b] beliebig aber fest
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5. Numerische Behandlung von AWP

Das heifit aber insgesamt V z € [a, b]

li =
lim 2 = 2(2) (9)
heH,

SchlieBlich: die Konsistenzbedingung ist tatsidchlich notwendig und auch hinreichend:

e Hinreichend: Sei (®(z,y,0) =)g(x,y) = f(z,y), dann ist z(x) = y(zr) und die
Behauptung folgt aus (9)

e Notwendig: Die Methode sei konvergent, Annahme: ¢(z,y) # f(Z,y) fir (z,y). Es
gibt nun nach Voraussetzung eine eindeutige Losung des AWP

y, = f(xay)7 y(i’) =y in [a7 b]

Die durch (7) def. Werte z,, konvergieren nach Voraussetzung gegen die Losung
y(x), andererseits (durch (9) gezeigt) gegen die Losung von 2’ = g(z, 2), 2(0) = ypo,
nidmlich gegen z(z). Also muB z(x) = y(z) auf [a,b] gelten, wegen des Eindeutig-
keitssatzes. D.h. z(x) = y(z) auf [a,b], aber 2(Z) = ¢g(z,9) # f(Z,7) = ¥'(x)
(Widerspruch!)

5.3. Spezielle Einschrittverfahren

5.3.1. Direkte Anwendung der Taylorentwicklung

Es sei ¥ = f(z,y) mit der Losung y(x) und f(x,y) sei beliebig diffbar. Dann sind alle
Ableitungen von y durch f bestimmt:

Y
(f(z,y) = folz,y) + fy(z, )y = fo(z,9) + fy(z,9) f(2,v)

/"

y = flz
d
dx

W

u.s.

Einschub: Taylorentwicklung von f um (¢ — h)

0o k)
fle—n+m)=fe) =3 M eyt
\—,_/

k=0 i
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5.3. Spezielle Einschrittverfahren

und £ =x + h:

o0 / /!
y(x + h) :Zf (x)+y1(f:)h+y2(f)h2+...
2 ! .

Einschub: Die Landausymbole O(g) und o(g):
Sei M C R, zy Haufungspunkt von M; f, g seien reellwertige Funktionen.

Definition 5.4 Die Ordnungssymbole:

o f=9(g) fiirx — x9: JU(x0) und eine Zahl K mit
[f(@)] < Klg(x)[Ve € M NU(xo)

o (g9) fiir v — xo: Fiir beliebiges € > 0 existiert ein Uc(xg), so dass Vx €

f=o
U6(£130) N Mgilt:
|f(2)] < elg(x)]

fiir g # 0 sind dquivalent:
o f=9(g) firz — zo:

|f (2)
g9(z)

| ist beschrdnkt fir x — xo in M

o f=o0(g) firx— xo:

f(z)

—= — 0 fiirx —x9g in M
g(x)

Beispiel: 5.2 n € N:
z" = O(ex"), sin(z) = O(1)
o(e”*) firx — 0

Zur Abkiirzung definiere das totale Differential nach x:
yPY = fP (g ), p=0,1,1,2,...
Fiir die Losung y(x) gilt dann:

2
i h) = yla) = 1 @) + g ) + ot [0 ay) + O(H)

1

Es folgt fiir p € N:

h . he! —-1)
A(ﬂf,.%h)Zf(ffﬁ,y)Jrgf(Jc,y)+---+ o FPV (@, y) + o(hP)
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5. Numerische Behandlung von AWP

Bemerkung:

e O(z,y,h) sollte so gewihlt werden, dass ® moglichst gut mit A iibereinstimmt

e Satz: = das von h unabhingige Glied in ® muf} identisch sein, mit f(z,y)
Das fiihrt zu der folgenden Moglichkeit Verfahren aufzustellen (Taylorentwicklung: Me-
thode der Ordnung p):

h hP—1
@,y h) = [ y) + 5 @y +o+ —=f @) (10)

Definition 5.5 FEin EV beschrieben durch ®(xz,y,h) ist von p-ter Ordnung, wenn:
A(z,y,h) — ®(z,y,h) = O(RP) firh — 0 Vzela,bl VyeR

und fir alle p—mal stetig diffbaren Funktionen f(z,y).

Bemerkung:

Die Ableitungen f'(z,y), f”(x,y), .. sind im Allgemeinen schwierig zu berechnen. Die so
aufgestellten Verfahren besitzen in der Praxis keine Bedeutung.

Beispiel: 5.3

V' = ) = (faley) + Ryl ) f))

= foa + facyy/ + (fzy + fyyy/) f+ fy (fac + fyy,)
= fxx+2fxyf+fxfy+fyyf2+fy2f

Somit erhalten wir ein Verfahren dritter Ordnung;:

2
= et B+ (a4 26 Ty £)

5.3.2. Indirekte Verwendung der Taylormethode

Ziel: ® soll mit A bis auf einen Fehler der Ordnung O(h?) iibereinstimmen ohne Ver-
wendung der Ableitungen von f

Ansatz 1: (vereinfachte Runge-Kutta-Formeln)

(I)(J,‘,y, h) = alf(x7y) + CLQf(l’ +p1h7y +p2hf(x7 y))

mit zu bestimmenden aq, as, p1, ps.
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5.3. Spezielle Einschrittverfahren

Taylorentwicklung von ¢ nach A um 0, fithrt zu

(I)(:Evy’ h) = alf(xvy) + CLQf(l’ +p1hay +P2hf($a y))‘hzo

h
targy (fa:(l' +p1h,y + p2hf(z, y))‘hzopl

+f) (@ + Py + pohf(@,y)| _ paf(e,y)) + O(h?)

Andererseits:

Ay h) = f(2,9) + 5 7'(,9) + O()

= Ja9)+ 2 Feley) + Fylw ) () + O ()

Fiir ein Verfahren zweiter Ordnung muss also gelten :
+ 1 L L
a ao = a = — a — _
1 2 ) 2P1 9’ 2P2 B
Fiir o # 0 16sen offensichtlich
m=l-a a=a p=p=_-
2a

diese Bedingungen, also

e,y h) = (1— ) f(2.9) + af (@ + 2oy + 2 f(z.y)

2’ 2«
Spezialfalle:
cay=ay=3, pi=p2=1, (a=3)
O(x,y,h) = % (f(z,y)+ f(x + h,y+ hf(x,y))) Verfahren von Heun

.a1:07a2:1’ p]_:pQ:% (O[:].)

O(x,y,h) = flz+ g,y + gf(:r,y)) mod. Euler Verfahren

Bemerkung:

e f ist pro Schritt zweimal auszuwerten

e beide Verfahren sind von zweiter Ordnung
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5. Numerische Behandlung von AWP

Obige Verfahren haben keine Bedeutung fiir die Praxis, Praxis-relevant ist hingegen
Ansatz 2: Runge-Kutta:

1
(I)(.%‘, Y, h) = 6 (k‘l + 2ko + 2k3 + k‘4)

. h h
mit: ky :f($7y)7 k2:f(:c+§,y+§k1),
h h
kng(x+§,y+§k2), k4:f(x+h,y+hk3)

Die Taylorentwicklung nach h liefert

A(z,y,h) — @(x,y.h) = O(h?),
also ein Verfahren vierter Ordnung.
Beispiel: 5.4 Gegeben sei das AWP:

y =(x—y)’+1, y0)=-1

1.

Wir fiihren nur einen Iterationsschritt aus! Gesucht ist y(), also h =

|

1. Exakte Losung: Substitution z =z —y =y =z — 2z = 3y = 1 — 2/. Eingesetzt:

/

1—2=2241,2#40,= 2—2 = —1, integriert nach z:
z
—— =—x+c¢, bzw mit k = —c:
z
1
—-=x+k, —— =z+k, und damit
z (z —y)
1 22 +kr—1
= r — =
4 x+k x+k
1
Anfangsbed.:y(0) = —1 = = k=1
Die Losung ist y(x) = 12;?1—17 z = 1 eingesetzt:
4 /1 1 11
=4+ _-1)=—-—"2=-0.55
5 (16 + 4 > 20 ’

2. Direktes Verfahren: f(z,y) = (x —y)? + 1 mit f, = 2(x — y), fy = (—2(z — y),
fre = 2, foy = =2, fyy = 2. Es war

h h?
@(x,y, h) = f+ 5 (fx +fyf) + F (fa:x +2fxyf+fxyfyyf2 +f5f)

50



5.4. Mehrschrittverfahren

Also: ®(z,y,h) = (x —y)> + 1+ g 2@ -y) 2@ -y) (z-y)*+1))

h2
[2 4((x =92 +1) =4z —y)* + 1)’ +2((@ - y)* + 1)°
2
—y)* (( +1)]
70 = Yo, 77k+1—77k+hq)($k777k7 ), r=x0=0:y=mn0=yo =1
Eingesetzt in ®: ®(xq, yo, 111) =...= %. Damit bestimmt man 7;:
1 35
= (0] 1,-)=...=—— =-0.546....
m 770+h (07 74) 64 0.546
3. Euler Verfahren: ng = yo;mk+1 = mx + hf(xg,mx), k = 0,1,2,.... Hier ist

h=1t,20=0m =yo=—1und f(zx, ) = (zx — m)* + 1.
k=0:m :770+hf(370,770) =10 + h((zo — m0)* + 1)

1
+4((0+)+) 5 0.5

4. Heun-Verfahren: no = yo, nNk+1 = M + 2 [f(zr.nk) + f(@rs1, me + hf (25, m0))],
h = i,xo =0,7 =9y =—1und

F@rsrne + hf (@) = (zps1 —m — b ((zk —me)* + 1))2 +1

h
k=01?712770+§((900—770)2+1+(951—Uo—h((xo—ﬁ0)2+1)2+1>)
71

5. Modifiziertes Euler Verfahren: ng = yo,mxr1 = hf (:ck + %,nk + %f(a:k,nk)), k= 02.07.2003
0,1,2,... hier: h = %, xo = 0,m0 = yo = —1. Man erhilt als Lésung: n; = —0.5585. ..

6. Klassisches Runge Kutta Verfahren: ng = yo,n+1 = 0o + %k mit

h k
kl = hf(xna’r/n)a kz = f(xn+27nn+21>,
h ko
k3:hf In+§777n+? ) k4:hf(xn+hayn+k3))

k= k1 + 2kg + 2k3 + ky
Man erhilt n; = —0.55001 ...
5.4. Mehrschrittverfahren

Bei einem Mehrschrittverfahren (MV) zu dem AWP o' = f(z,y),y(x0) = yo wird fiir
r > 2 Naherungswerte

e fur yp =y(xg), k=4j+1,...,5+(r—1)
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5. Numerische Behandlung von AWP

an den Stellen zp = xo + kh ein weiterer Naherungswert

Njr T Y = y(2)47)
berechnet.

Bemerkung:

Die Naherungswerte 71, ...,n,—1 fiir den Start des Verfahrens werden z. B. mit Hilfe
eines Einschrittverfahrens berechnet.

Einschub: Interpolationspolynome

Problem: Gegeben sind n+1 paarweise verschiedene Knoten der reellen Achse xg, ..., z,; Tk €
R, x; # x; fiir i # j und n + 1 beliebige reelle Zahlen f;,k =0,...,n.

Gesucht ist ein algebraisches Polynom p,, € II,, mit p,(zx) = fxr,k=0,1,2,....

Satz 5.2 Zu beliebigen n + 1 Stiitzstellen (zy, fx) fir £ =0,1,2,...,n mit z; # x; fir
i # j existiert genau ein Polynom p,, € II,, mit p,(zx) = fi fiir K =0,1,...,n.

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Es seien py,q, € II, mit p,(xx) = gn(xx) = fr. Dann besitzt
hp := Pn—aqn € I, mindestens n+1 verschiedene Nullstellen, némlich die paarweise
verschiedenen Knoten xg, x1, ..., z, (Fundamentalsatz der Algebra) = h,(z) =0,
bzw. pn, = qp.

2. Existenz: wir geben das interpolierende Polynom explizit a, hierzu definiere

n
Li(x) := H ;U__Z] - €1, (Lagrangesches Grundpolynom)
g=0"" "
i

Offensichtlich gilt fiir k € {0,1,...,n}:

0 itk
Li(zn) = i = { 1 sonst
Setze pn(z) ==Y i fili(x) € II,,. Es folgt

Py(we) =Y fili(we) =Y fidiw = fi
i=0 i=0
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5.5. Herleitung von Mehrschrittverfahren

Beispiel: 5.5 n = 2, 3 Stiitzstellen (0,0), (3,1), (1,0)

(x—3)(x—1)
Ly = _z(_l) —2x2+3x+2
Ly = (x<:gigi;_)1) = 42° + 4z
_@-0E-d .
BT ToyEny 77

Es folgt: pa(x) =0 Lo(z) +1- Li(z) +0- Lay(z) = —422 + 42 und

p2(0) =0, pz(é) =1, pa(1) =0

5.5. Herleitung von Mehrschrittverfahren

Wir integrieren die DGL iiber das Intervall [z,_;, z,4]: 09.07.2003

[ v@an= [ fa @i

Es folgt:
() ) sl = [ fy(e)ds

Wir ersetzen in der obigen Beziehung den Integranden f durch das eindeutige Interpo-
lationspolynom P, mit

1. deg P, <¢q
2. Py(xi) = fmi,y(xi)), i=ror—1,...,r—gq

wobei die Knoten z; dquidistant seien: h = x;41 —x;, t=r,r—1,...,r —q.

Die Lagrangesche Darstellung des eindeutigen P, ist:
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5. Numerische Behandlung von AWP

Somit erhdlt man aus ()
g Trtk
@ o) ~vlar)2 D flormisolar) [ Lo
=0 Tr
q
h Z ﬁq,if(ani, y(l‘rfi))
1=0
1 xr+k
mit [y, = / Li(z)dx
T h S,
r—j
Wir machen einen Ndherungsansatz, indem wir in (2) »=«durch »=«ersetzen und y(x;)
(3)

durch 7; ersetzen:
= f($r—ia 777"—1')

q
Mo +h Y Byifr—is it fr;:

Nr+k =
=0

Je nach Wahl der Groflen &, j und g erhélt man verschiedene Verfahren
Verfahren von Adams-Bashforth:

e k=1,7=0,¢q=0,1,2,...

Beispiel: 5.6
Nr41 = Nr + b (Bgofr + Beafr—1+ - + Bygfr—q)
mit (,; = /0 fzill 1=0,1,...,¢q
l;éz
e k=1,j=1,q beliebig: Verfahren von Nystrtn
Nr1 = Nr—1 (5q,0fr -+ Byafr—q)
ut! 1=0,1,...,q

e [ 152
l;éz

Speziell: ¢ = 0: foo = [, du =2, also 1,11 = nr—1 + 2,
...: Verfahren von Adams-Moulton

e k=0,7=1,¢q=0,1,2,
N =nr—1+h (ﬂq,()fr .t /Bq,qfr—q)
u—H .
mltﬁqz—/ —Z+l u, 1=0,1,2,...,¢q
l;éz
Ersetzung :r —— r+1:
-+ﬁq,qfr+1fq)

N1 = b (Boofre1 + -
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5.5. Herleitung von Mehrschrittverfahren

Hier tritt der neue Wertn,+1 auch auf der rechten Seite auf (in f,41). Verfahren mit
dieser Eigenschaft heiflen implizite Verfahren, ohne heiflen sie explizite Ver-
fahren Explizite Verfahren heiflen auch Predictorverfahren, wihrend implizite
Verfahren auch Korrektorverfahren heiflen.

e k=0,5 =2,q=0,1,...: Verfahren von Milne Thompson Ersetzen von r
durch r + 1:

NMr+1 = Nr—1 + h(ﬁq ofr41+ ...+ Byqfreizq)
l
Hlltﬁqz—/ u+ i=1,...,q

5 it l
l;éz
Bemerkung:
Alle diese MV besitzen die folgende Form:
a7‘77j+7”+a7"—177r—1 +...+apn = hF(%j,Uj,h,f) (5)
Einschub: Spezialfall von (5)
T
L(uj) :=_asujis = Ciyr, Jj=1,2,...,a0 # 0,ar #0 (6)

s=0
heifit eine Differenzengleichung der Ordnung r.

Satz 5.3 (6) besitzt genau eine Losung,welche die folgenden AB erfillt: y; = u;, @ =
1,...,7.

Satz 5.4 Die Losungsmenge der homogenen Differenzengleichung

D asttjis (7)
s=0

ist ein linearer Raum der Dimension 7, d.h. zu (7) existiert eine linear unabhingige
Losung (Fundamentalsystem).

Zur Ermittlung eines solchen Fundamentalsystems machen wir den Ansatz:
w=1x'i=0,1,2,...

eingesetzt in (7) :

' T
uj) = E AsUjps = g agz) TS
s=0 s=0
. !
=2 (ap+az+...+a2")=0

x = 0: nur triviale Lésung
x#0:px)=a+ax+...+ax" =0
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5. Numerische Behandlung von AWP

d.h.  muss Nullstelle des charakteristischen Polynoms sein und jede Nullstelle liefert
eine Losung.

Bemerkung:
Ist A eine Nullstelle von p, mit der Vielfachheit » > 2, dann sind

i) o0 Ages r—1vi) @
O U £ 5 N SO A X S
r linear unabhéngige Losungen der Differenzengleichung.

Beispiel: 5.7 Ein zur Zeit t{ = 0 geborenes Kaninchenpaar erzeugt vom zweiten Monat
seiner Existenz ein weiteres Paar, ebenso die Nachkommen. Wieviele Paare leben nach
n Monaten?

Monat ‘ 0 1
1

2 3 4
Zahl der Paare‘ 1 2 3 5

5

8

Also lautet die Differenzengleichung uypy1o — tnt1 — un = 0, ug = up = 1 Diese so
definierten Zahlen heiflen Fibonacci Zahlen.

Ansatz: u, = z", x #0,

1 5 1++56

2
—r—1= =44/ =
x T 0:>56172 5 1 5

Die allgemeine Losung ist also:

u(n) = (1 +2\/5> +co <1 _2\/5)

Die Koeffizienten ci, ca werden aus der Anfangsbedingung u(0) = ¢; + ¢2 = 1 bestimmt

zu
1+5 1—+5
fry y C = —
205 2 N

C1

Superpositionsprinzip

Satz 5.5 Die allgemeine Losung setzt sich additiv zusammen aus der allgemeinen ho-
mogenen Losung und einer Partikulédrlésung.

Der Satz wird an einem Beispiel erklért:
Beispiel: 5.8

Ujto + Ujy1 — Ou; = —J (*)
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5.6. Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz bei MV
Homogene Losung: u; = wl, x#0

$2+x—6:0, Tio=—7- =L , T1=2,10=-3

DN | =
(@)

Allgemeine homogene Losung: hy(j) = ¢127 + (—1)737
Partikuléire Losung: Ansatz: v; = aj? + bj + ¢, eingesetzt in () :

alj+2)2+b(+2) +c+a(j+1)2+b(j +1) + ¢ — 6a52 — 6bj — 6c = —j2

Mittels Koeffizientenvergleich bestimmt man die Unbekannten:

1 3 19
a= -, b= -, c= —
4 8 32
Die allgemeine inhomogene Losung ist :
, o1 3 19
i) = 127 —1)30 + 24 254 22
u(j) = a2’ + (=13 + 257+ oi + o

5.6. Konsistenz, Stabilitat und Konvergenz bei MV

Betrachte das AWP:

y' = f(z,y), y(zo) =10 (1)
Im folgenden sei y; := n; also ein Néherungswert fiir y(z;).
Definition 5.6 Fin Verfahren der Form

ArYj4r + Ar—1Yj+r—1 +...+ aoly; = hF(ijrT? o Ty Yjtrs -5 Ygs h7 f) (2)
heifst MV der Ordnung r (ag # 0,a, #0).

Bemerkung:

Bisher hing F' linear von f ab:

F(zg, e h, f) = Z b f (T ke, Vi) lineare MV
k=0

Wir setzen €; := y; — y(x;) und fordern dass f der Funktionenklasse

Fi =< g(z,y)| (z,y) € [a,b] X R, g, und g, sind in S definiert und beschréinkt
—_—
=:5
angehort.

Es sei f € F1,y € R,z = 2(t) Losung des AWP 2/(t) = f(¢, 2(t)), 2(x0) = yo-
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5. Numerische Behandlung von AWP

Definition 5.7 Die Grdfe

T=r1(x,y,h):= % (Z asz(x + sh) — hF(z, z(x),...,z(x +rh), h, f)>
s=0

heifit lokaler Diskretisierungsfehler.

Bemerkung:

e 7 beschreibt, wie genau die exakte Losung die Differenzengleichung in den ersten
r Knoten erfiillt

e Verniinftige Verfahren: 7 ist klein fiir kleines h.

Definition 5.8 Das Verfahren heifst konsistent, falls fiir jedes f € Fy eine Funkti-

on o = o(h) mit lim,_go(h) = 0 existiert mit |7(x,y,h)| < o(h)Vz,y € [a,b]. Das
Verfahren heif$t von p-ter Ordnung, wenn o(h) = O(hP).

Lemma 5.2 Ist F stetig in h, so gilt fiir ein konsistentes Verfahren

ar+ar—1+...+a9=20

Beweis: Man setze f(x,y) =0 und z(z) = ¢. Es folgt

1
T(z,y,h) = E(c(ao—f—...—l—a,,)—hF(x,c,...,c,h,O))

Wegen 0 < |7(z,y,h)| < o(h) = 0 und ¢ beliebig muf} gelten : a9 +...a, =0
Im folgenden benotigen wir oft zwei Bedingungen an F*:

F(z,yr,...,90,h, f(x,y) =0) =0 Vz € [a,b],y; ER,hER

und zu jedem f € Iy gibt es ein hg > 0 und ¢ > 0, so dass

(3)

r
‘F(xvy'l“w"ay&hvf)_F(xvg%"'ag()ahaf)’ Scz‘yk_gﬂ

(4)
k=0
16.07.2003| Vz € [a,b],0 < h < ho und vy, G € R

Definition 5.9 Es gelte |¢;| _— 0 firj=0,1,...,7 — 1, dann heifit das Verfahren (2)
konvergent, wenn

VfeF gilt: max|ej|m0fﬁ7“j:r,r+1,...
] —

Wir setzen p(\) := a; A" + a,—1 A" "1 + ...+ ag. Das Verfahren (2) heifit stabil, falls fiir
jede Nullstelle A\; von p gilt:
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5.6. Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz bei MV

LN <1
2. jede Nullstelle A\; von p mit |\;] = 1 ist einfache Nullstelle

Satz 5.6 Das Verfahren (2) sei konvergent und erfiille (3) , dann ist (2) stabil.

Beweis: Betrachte das AWP ¢/ = f(z,y) = 0,y(x0) = yo = die eindeutige Losung ist
y(z) = 0. Nach Vorraussetzung ist das Verfahren

ArYj4r + ...+ aoy; = [F($ka Yk, b, 0) (?)]0 (5)

konvergent gegen die Losung y(0) = 0, wobei fiir die Anfangswerte yg = €g,...yr—1 =
€r—1 gelte: maxo<i<r—1 |€il = 0.

(5) ist aber eine Differenzengleichung, d.h. nach dem Einschub iiber Differenzenglei-
chungen gilt: Mit A Nullstelle von p ist ¢ {)\k};o:l Losung von (5) .

Annahme: das Verfahren ist nicht stabil:

1. X sei Nullstelle von p mit || < 1: O.B.d.A. sei A € Ry, definiere y; := hA7, dann

ist (y;) Losung von (5) zu den Anfangswerten ey = yo,...,€—1 = Yr_1, Wobei

max; |€;] }:} 0. Definiere fiir a < ¢ < b: j := [ﬂ

Andererseits gilt dann |y;| = |y(%1| #— 0, Widerspruch! Denn: 0.B.d.A sei [ 1] = 7.
h—0
Dann gilt mit H := + nach ’'Hospital:

h
cH cH
lim AAE = Tim A — qg CROOAT
h—0 H—oco H H—oo 1

2. X sei jetzt Nullstelle von p mit |A\| = 1, der Vielfachheit o > 2. Nach dem Einschub
iiber Differenzengleichungen gilt: \; = hj\ ist Losung von (5) und es gilt analog
wie unter (1.): [yr¢1| #— 0, Widerspruch!

h—0

Einschub iiber Normen und Polynome

1. Norm: Sei V =R oder C, L,,(V) = Raum der m-reihigen quadratischen Matrizen
iiber V.

Definition 5.10 Zu gegebener Vektornorm || -|| in V™ betrachte die Abbildung ¢ :

L, (V) — R, die vermdge

I Bzl _ 1Bzl
u

zevVm HZH _ZEVm 1
2#0 I zl=1

¢(B) = VB € Ly(V)

definiert ist. ¢ ist die der Vektornorm zugeordnete Matrixnorm ¢(B) = || B|.
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5. Numerische Behandlung von AWP

Fiir solche Normen gilt:

| Bz|| < [| Bl || =]l
Beispiele:
e Maximums-Norm: | z||, = maxi<j<m |zj| = || B|| = max; Y ;- |bjk| (Zei-
lensummennorm)

e Buklidische Norm: [ 2|, = /> 0%, [2x]* = || Bll, = Vo = +\/o(B - B*) (o
ist der grofite Eigenwert der Matrix, B - B* mit B* = ((b};))) und b}, = by;
(Spektralnorm) Ist B hermitesche Matrix (B* = B), dann ist die Spektral-
norm = Spektralradius

e Betragssummennorm:|| z||; = > ;- |2k = || Bll; = max; Y ;- |bxj| (Spal-
tensummennorm)

Satz 5.7 A € L,,(V), fiir jede zugehorige Matrixnorm || -||; gilt
p(A) < [l Al
p(A) = Spektralradius von A = Maximalbetrag der Eigenwerte von A

Satz 5.8 Alle Normen auf R™ (C™) sind dquivalent, d.h. seien || -||; , || -], Normen
auf R™ oder C™, dann existieren Konstanten n, N mit

nllzlly <zl < Nlzlly,  VzeR™(CT)
2. Polynome: Jedes Polynom
fa(2) = 2"+ ap_12""" + .. 4 ag (+)

ist darstellbar als Determinante:

—z 1 0 ... 0
0 —z 1 0o ...... 0

Tn(2) = (S ) |
0 0 0 —z 1

—ag —a1 —ao —Gp—9 (an—1+ 2)

0 1 0O ... ... .. 0

0 0 1 0 ...... 0

0 0 0 0 1
—ap —a; —a —ap—2 —(an—1)

Folgerung (aus dem Satz von Gerschgorin): Die Nullstellen von (%) liegen in der
Vereinigung der Kreisbereiche: |z| <1, |z 4+ an—1|> 15— |ak|
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Satz 5.9 Das MV (2) sei konvergent und F' geniige den Bedingungen (3) und (4) .
Dann gilt:

(2) ist konvergent <= (2) ist stabil.

Beweis: O.B.d.A. sei a, = 1, die erweiterte Verfahrensformel sei:
(6) {nj—yj+6j, j:(),l,...,T—l
Njtr + r—1Mjtr—1 + ...+ aonj = RE(Zj, Njtry - 05, by f) + hejgr
Wir setzen vorraus: |e;| < p(h) = 0 zunéchst fir j = 0,1,...,7 — 1 (und damit auch
fir j=r,r+1,...)

Bereits gezeigt: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Stabilitdt notwendig fiir
die Konvergenz des Verfahrens.

Noch zu zeigen: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Stabilitit sogar hinreichend
fiir die Konvergenz des Verfahrens.

Im folgenden sei y = y(z) die exakte Losung des AWPs ¢/ = f(x,y),y(zo) = yo, weiter
sei h > 0, ©; = xo + hi,y; := y(x;) und 7,7 = r,r + 1,... seien die Ndherungen an y;
vermoge (6) . Fiir den Fehler e; = n; — y; gilt: e; = ¢; fiir ¢ = 0,1,...,7 — 1 und mit
Tjtr = T(Zj,Yj, - - -, Yj4r, ) und

Yjtr + ar—1Yjtr—1 + ... + a0y = hF (5, Yjtr, -, Yjo ho f) + hTjpy (6a)
Bilde nun die Differenz (6) — (6a):
€jtr +ar_1€j4r—1+ ... +apej = cjp, fir j=0,1,2,... (7)
mit Cjtr = h [F(:L‘]'?anrTv <5 Ny h7 f) - F(xjv Yj+ry -5 Y5, h” f)] +h (EjJrT + TjJrT)
Wegen der Konsistenz existiert ein o(h) mit |7j4,| < o(h) — 0 und wegen der verall-

gemeinerten Lippschitzbedingung (4) gilt:

T T
\F (g, njrs M o £) = F@gy yjrs 05 by I S MY ek = ginl = M Jejl
k=0 k=0

Hiermit gilt fiir ¢j4.,:

lej + 7| < [RIM Y lej + K| + [hl(p(h) — o (R) (8)
k=0

Setze Ej = (6]', Cjt1s--- ,€j+r,1)t, B = (0, ..., 0, 1)t (E Rr) und

0 1 0 0
0 0 1 0
A= | e R™"
0 0 0 1
—ag —a1 —Qr—2 —Qr—1
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5. Numerische Behandlung von AWP

Damit

(9) Ey = (EOa R erfl)t
Ej = AEj +cj++B,j=0,1,...

Nach dem Einschub besitzt A als Eigenwerte die Nullstellen von
PN = A" 4 a, N+ +ag

Stabilitéit des Verfahrens: alle Nullstellen von p und damit alle Eigenwerte von A sind vom
Betrag < 1. Dmit gilt fiir den Spektralradius p von A: p(A) < 1. Fiir jede zugeordnete
Matrixnorm || -|| war p(A) < || AJ|.

Da aber p(A) < 1 existiert sogar eine Vektornorm |||, so dass fiir die zugeordnete
Matrixnorm gilt: || A, = 1.

Wir betrachten nun die Betragssummennorm || -||;. Es ist insbesondere || Ej||, = > ;_; —1|e;+
i|. Nach dem Einschub sind alle Vektornormen dquivalent. Deshalb existiert eine Kon-
stante m > 0, so dass fiir die Vektornorm || -|, gilt:

1 r—1
— I Ejll, < 1 Ejlly = ) lejval <m | Ejl, (9a)
m
i=0
O.B.d.A. gelte fiir dieses m:

1
Bl =Bl =1, also || B, <m

Wegen Y773 ey < m | Byl und damit Y7, lejl < m | By, folgt aus (8)
el < 01Mm (I By, + | Ejrl,) + Bl (p(h) + o(1)
Hieraus folgt fiir (9) :

I Ejll, < Al N Ell, + lersgl | Bl
S~—~— e
=1 <m

< || Ejll, + [[Mm?® (|| Bjll, + || Ej1ll,) + [hlm(p(R) + o (h))
also weiter
(1= |h|Mm?) || Ejy1l, < (1+ [B|Mm?) || Ejll, + |hlm(p(h) + o(h))  (10)

Und insbesondere aus (9a) fiir j =0 und e; = ¢;:

r—1

1
|| Boll, < I Bolly = 3 lejl < roh)
7=0
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also || Eoll, < mrp(h).
Fiir |h| < 53— ist (1 — [2|Mm?) > 0 und
2
% <1+ 4[hMm?|
= 1+ |h|Mm? <1+ 4|h|Mm? — |h|Mm? — 4h> M*m*
<« 2|h|Mm? — 4> M>*m* > 0
= 1-2hMm*>0

Die letzte Ungleichung gilt wegen:
1 —2|h|Mm? >0 <= 1—|h|Mm? > |h|Mm?* >0
Damit ergibt sich fiir |h| < m aus (10)
| Eyall, < (L4 4h0Mm?) || Bjll, + 2mlhl(p(h) + o (k)

Wir benutzen das Lemma es folgt: 23.07.2003

end — 1

o

Hier |&] = || Eill, ,0 = 4|h|Mm?, B = 2m|h| (p(h) + o(h)), Voraussetzungen sind offen-
sichtlich erfiillt. Damit folgt:

|€n] < €™|&o| + B

64n|h|Mm2 -1

n TL2
1 Eall, < ™M mrp(h) + 2mlh| (p(h + o (h)))

4| h|Mm?
. T — T 1 .
mit x # zg,h = hn = —— |hy| < ———, also insbesondere nh,, = z — x( folgt
n 2Mm?
e4|$—:co|Mm2

| Enll, < etlo=aolMm e p(n) + (p(hn) + o (hn))

2Mm

Es existieren also Konstanten ci, co mit

n

0
d.h. E, —
hn—0
[n—oo] \0
Also
lenl = In(z, ¢, hn) —y(z)| — 0
[n—o0]
(=Globale Konvergenz) ]
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5. Numerische Behandlung von AWP

5.7. Lineare Mehrschrittverfahren

Wir betrachten im folgenden lineare MV der Form

rYjsr + @r—1Yjqr—1 + ...+ aoy; = h (bp f(Tjqr, Yjr) + - -+ Do f(25,95)) (1)

mit ag - a, # 0 und Startwerten yg, y1, .- -, Yr—1

Bemerkung:
b, # 0: Korrektorverfahren, b, = 0: Predictorverfahren

Es sei f € F;. Wir betrachten die Eigenschaften (3) und (4) aus dem vorigen Abschnitt:

F(x,yr,-.-,90,h,0) =h(b -0+ ...+ by -0) 20 (trivialerweiser erfiillt) (3)
f diffbar nach y (Anw. des MWS bzgl. y) (4)

r

‘F(xvyﬁ"wy()ahvf) _F(wagra-"g()vh?fﬂ < |h| (Z|bs||f(xyays) - f($s7gs)|>

s=0

< |h| (Z bs| 1 (yss 1) - lys — gs|) <c¢) lys—3s|  (verallg. Lippschitz-Bed.)
s=0 s=0

mit ¢ := |h| max 05[] f' (5, ms)]

Also ist (4) ebenfalls erfiillt.
Folgerung: f € F:

e (1) ist konvergent =-(1) ist stabil

e (1) ist stabil und konsistent =(1) ist konvergent

Wir werden zeigen: Jedes konvergente lineare MV ist konsistent
D.h. fiir lineare MV gilt: (1) ist konvergent <= (1) ist stabil und konsistent.

Zuvor eine dquivalente Definition der Konsistenz, sei hierzu z = z(f) Losung des AWP:
zl(t) - f(t7 Z)?‘Z(x) =Y
Lokaler Diskretisierungsfehler (bei lineare MV)

hr(x,t,h) = Z asz(x + sh) —h Z bsf(x + sh, z(x + sh)) (2)
s=0 s=0

= Z asz(x + sh) — h i bs2' (z + sh)

s=0

Wir nehmen an, dass z hinreichend oft diffbar ist (z.B. gewihrleistet bei hinreichend oft
diffbarem f).
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5.7. Lineare Mehrschrittverfahren

Taylorentwicklung von h7(z,y,h) nach h um h = 0,
hr(z,y, h) = coz(x) + c12' (x)h . .. + ¢, 2P (2)hP + O(hPTL) (3)

Hierbei sind die ¢; konstant und unabhéngig von z und h. Fiir die Berechnung von c¢g

und ¢; betrachten wir als Vorbereitung 24.07.2003

i hT(JJ, Y, h’)|h=0 = ZZ:U asz(x) +0

d
%(hﬂ'(l’;yv ) lh=0 = < s(z +sh) — hzb z x+8h>> =0

=0

4

dh

( sas?' (x + sh) — sz (x + sh) — thbsz"(x—i-sh)) |h=0
—0

s=0
- Z bs2' () + 0
s=0

=0

W

Nach der obigen Bereitstellung der Ableitung ldsst sich nun die Taylorentwicklung von
hr(x,y,h) nach h um h = 0 angehen:

dn (7(2,y. ) [n=o

1 -h+O(h?)

hT(xv Y, h) |h=0 +

also mit obigen Werten:

> asz(z) + (Z(Sas — by) - 2'(:6)) h+ O(h?)
s=0

s=0

Koeffizientenvergleich:

T
co = E as=ap+a1+...+a,
s=0
T

cl:Z(Sas_bs):(0'a0+1'a1+-~+7"'ar)—(b0+b1+...—|—br)
s=0

Setze  p(A) :==ap+aA+...+a A"
g(A) :=byp+ b1 A+ ...+ b A"
(P'(\) = a1 + 2a0X + ... + ra, A7)
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5. Numerische Behandlung von AWP

Dann kann man auch schreiben ¢y = p(1),¢; = p/(1) — g(1), damit gilt fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler

T(z,y,h) = % (coz(x) + 12 (2)h+ = (hQ))

= %Oz(x) + a1 (z) + O(h)

Es folgt: der lokale Diskretisierungsfehler geht genau dann gegen 0 fiir h — 0, wenn
co = c1 = 0 ist, bzw.:
Ein lineares MV ist konsistent <= ¢g=c¢1 =0 < p(1) = 0Ap'(1) =g(1)

Bemerkung:

e cin konsistentes Verfahren hat mindestens die Ordnung 1

ecssei feFiundcy=c1 =...=c, =0,cp41 # 0, dann besitzt das Verfahren die
Ordnung p

Folgerung: Das Verfahren

.
rYjtr + ... +aoy; =h Z bs f(Zjts, Yjts) (1)
s=0

ist genau dann konsistent, wenn gilt p’(1) = g(1) mit p(A) = > ._;asA® und g(A) =
D=0 bsA®

Satz 5.10 Jedes konvergentes lineares MV ist konsistent.
Beweis: Noch zu zeigen: ¢co =¢; =0

e Betrachte das AWP: ¢/ = 0[= f(x,y)],y(0) = 1 = eindeutige Losung y(z) = 1.
(1) ergibt ayyj4r + ... + aoy; =0, aus der Konvergenz y; — 1 fiir h — 0 folgt:

ar + ar—1+...a0 =co=0(=p(1) =0)

e Betrachte das AWP ¢/ = 1[= f(z,v)],y(0) = 0 = eindeutige Losung y(z) = x
(1) ergibt

@ Yjpr +...+ay=h(b +b_1+...+by) j=0,1,2
Das Verfahren ist konvergent, also ist das Verfahren stabil. Insbesondere ist 1 keine

doppelte Nullstelle von p(A) = a,\"+...+ao. D.h. p/(2) = r-a,+.. . +1-a1 = ¢ # 0.
Setze ¢ := L (b, + ...+ bp).

C
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5.7. Lineare Mehrschrittverfahren

Starte das Verfahren (1) mit den Werten y, = hgk,k = 0,1,...,r — 1 (insbesondere
yr — 0 fiir h — 0)

Damit erhilt man

ar@y + ar—1y,_qh+ ...+ aoyo = h (b, + ...+ bo)
bzw. a;yr + ar—1(r —1)gh + ...+ a1gh +0=h(b, + ...+ bp)
also a,yr + hq ((r — 1)ap—1+...+a1) =h (b, + ...+ bg)

oder a,y, + hg | r-a,+...+1-a;—r-a, | =h(b +...bp) (4)
~—_————

=c q-c

Es folgt

aryr + hge — hqra, = hqc
bzw. y,. = qrh

Behauptung: Es gilt y; ,—qj1rh
Beweis: (durch Induktion)

7 =0: ok
kE<j—1: ok
k=7j:

ArYjtr + ... QY5 = h(br 4+ ... bo)
arYjr + (arq(j+ 1)+ ar_1q(j+r—1)+ ...+
aoqjh — arq(j +r)h) = h(b. + bo)

bzw. a,y;+r + (qjh) | ar + ...+ ag)+
=0

hq(r-a,+...+1-a1) —arq(j+r)h | =h(b+ ...+ bg)

=C

Also mit (4) :
aryjr + hge — arq(j + 1) +h = hge
und damit

Yjrr = q(r + 1)h = [gjh + qrh]

67



5. Numerische Behandlung von AWP

Aus der Konvergenz-Bed.:

1' — =
Lim y(€) =¢
jh=¢

folgt yj+r = qjh + gqrh = g€ + qrh. Die linke Seite hat den Grenzwert £ und die

rechte Seite den Grenzwert ¢ fiir h — 0, alsog =1 oderc =b,+...by = r-a,+1-a1
bzw. g(1) = p/(1) und damit ¢; = 0. -

Satz 5.11 Ein lineares MV ist genau dann fiir f € F; konvergent, wenn es konsistent
und stabil ist.

5.8. Konstruktion von linearen MV
Im folgenden sei f; := f(z;,y;).

Satz 5.12 Ein lineares MV der Form (1) ist genau dann von p-ter Ordnung, wenn die
Funktion
p(A)

p(A) = logx g(N)

in A = 1 eine p-fache Nullstelle hat.

Beweis: Der lokale Diskretisierungsfehler konnte nach (3) dargestellt werden, als

hr(z,y, h) = coz(x) + 12 (2)h + ... + cpr1 2PV (2)hPH]

=: Setze speziell z = e”: Nach (2) galt

hr(x,y,h) = aez(z+sh) —h Y bed (w4 sh) =D ae™ " =1y bt
s=0 s=0 s=0 s=0
=" <Z aset — Z bseSh> beachte: eh = (eh)*
s=0 s=0

= (ple") ~ ha(e") £ a1+ O

=e” (p(e") — hg(e")) = e"cpp1 AP + O(hPT2), bzw. nach Division durch h (und
ev):

o) = 2 g = oyt + O

D.h. ¢ = @(e”) besitzt in h = 0 eine p-fache Nullstelle bzw. mit h = log A besitzt
¢ =p(A) in A =1 eine p-fache Nullstelle.

68



5.8. Konstruktion von linearen MV

<: analog dem vorigen Fall folgt:

hr(a,yh) = e (p(e") = hg(e"))
=e" (co+cth+ ...+ h? + cpi1 + O(KPT?))

eh
p(h) —g(e")

C
- ZO +er 4 eash 4 oA phPTh 4 cpi WP+ O(hPT)

bzw. @(eh) =

© = () besitzt p-fache Nullstelle in A = 1 = = ¢(e”) besitzt p-fache Nullstelle
in h =0 =p(e") = cpp1h? + O(hPH1), also insbesondere co = ¢; = ... =¢, =0
=Verfahren von p-ter Ordnung

]
Folgerung:
e Zu gegebenen Konstanten ag,...,a, (d.h zu gegebenem p(\)) bestimme man ein
Polynom

g(\) = by +biX+ ...+ b

so dass ein Verfahren moglichst hoher Ordnung entsteht. Hierzu entwickeln wir

1’; g‘; um A = 1 in eine Taylorreihe:

p(Y)
— = —D+...+e(A—-1)"+...

log A cote(A—1)+...+e(A-1)"+

Wahlt man g(A) = co+ca(A—1)+ ... +c(A=1)" = by + bt A+ ... + b A", so
ergibt sich ein Korrektorverfahren (mindestens) der Ordnung r + 1. Wihlt man

gN) =coteA—1)+... 4+t A=1)""t=1bg+ b1 A+...+ b1\, so erhilt
man ein Prediktorverfahren (mindestens) der Ordnung r (Stabilitét!)

e Um zu einem Verfahren héherer Ordnung zu gelangen kénnte man die noch freien
Koeffizienten so variieren, dass

1. ar+a,_1+...+ap=0
2. 1+ ...+ 21 =0

ist (~ Verfahren der Ordnung 2r)

Jedoch sind die so konstruierten Verfahren nicht konvergent, da sie nicht stabil
sind.

Es wurde bereits gezeigt: Ein lineares r-Schritt Verfahren ist maximal von der Ordnung
T+ 2.
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5. Numerische Behandlung von AWP

Beispiel: 5.9 p(A) = (A—1) (A+3) = 2= =3 (stabill) ~ ypro—2yns1—3yn.
A
G(\) = p() in Taylorreihe um A = 1 entwickeln:
log A
GI 1 G/l 1
coy=am+ SR o0+ CW a2,
o) = (20— 3)logA— (A2 —Ix-1) % _ 2Mlog A — Slog A — A+ 1 + 3¢
(log \)? (log A)?
2Xlog A — $log A — A+ 5 + 5
und damit G'(1) = lim o8 208 5 T3t e
2log\+2— 5 —1— L INlog A2\ 1y _ L
(L’Hospital) = lim —2 DTy, AOBAT A 21
A—1 2log A5 A—1 2log A
2log A+ 2+ +552
(nochmals L’Hospital) = lim o8 S toe 7
A—1 3 4
Analog bestimmt man G”(1) = 2. Es folgt
p(A) _ § z . i 132
log)\_2+4()‘ 1)+2‘4()\ 1)+ Rs
3 7 3 73\ .3
2 4+8+)\<8 4> g
1 3 3
= g—l—)\—l—S, also by = §’b1 =1,bp ==

Unser MV lautet: yp42 — %ynﬂ — %yn =h (%an + fo1 + %fn)

Bemerkung:

Die Ordnung eines Verfahrens kann man auch iiber das Einsetzen von Testfunktionen
1,z,2%, ... ermitteln. n =0,y — %yl — %yo,yl = (z+h),y = (z+ 2h):

1. y(%):l7y’:f(x,y) Mf($7y)50;1_%_%:00k
2. y(x=y) = fz,y) =Lia+2h—L(x+h)—fz=h(2+1+3) ok

3. y(z) = 2%(= f(z,y) =22): (x + 2h)2—% (x + h)2—%:c2 =h (% (x+2h)+2(x+h)+ %)
k

4. y(z) = 2% = f(z,y) = 32% (z+2h)° 3 (z + h)’—32% = h (% (z+2h) +3(z+h)? + g;ﬂ)
ok

)

5. y(z) = 2t = f(x,y) = 43

1 1

1
h <Z (z+2h)° +4(z+h)° + 2:p3>
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5.8. Konstruktion von linearen MV

Diese Gleichung stimmt nicht mehr =Verfahren der Ordnung 3.
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